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U ovoj skripti izlozene su osnove teorije stohasticke analize. Uve-
den je pojam stohastickog procesa i opisani neki specifiéni tipovi takvih
procesa. Posebna glava je posve¢ena Vinerovom procesu i procesu belog
Suma, obzirom da oni imaju veoma veliku primenu. U skripti su takodje
obradjeni i pojmovi stohastickog integrala i stohastickog diferencijala,
te je time data osnova stohastickog diferencijalnog kalkulusa. Na kraju
skripte su izlozene osnove teorije stohastickih diferencijalnih jednacina.
Podrazumeva se da ¢italac dobro poznaje teoriju verovatnoce i pojmove
kao Sto su: prostor verovatnoca, slucajna promenljiva, oc¢ekivanje, ko-
varijansa, karakteristicna funkcija, itd...

Autor se nada da ¢e ova skripta pomoc¢i svima koji su zainteresovani
da savladaju osnovne probleme koji se javljaju u stohastickoj analizi.
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GLAVA 1

Osnovi teorije stohastickih procesa

1. Definicija i osnovni pojmovi

Neka je I proizvoljan neprazan skup indeksa i neka je (2, F, P)
prostor verovatno¢a. Familija {X; ; t € I} R%vrednosnih slu¢ajnih
promenljivih se zove stohasticki ili slucajni proces sa parametarskim
skupom 7 i sa vrednostima u R¢ (kazemo jos i R%vrednosni stohasticki
proces).

Ako je I konacan skup onda jednostavno radimo sa kona¢no mnogo
slucajnih promenljivih. Ako je I = Z ili I = N tada govorimo o
stohastickom (sluc¢ajnom) nizu ili stohastickom (slu¢ajnom) redu.

U daljem tekstu ¢e I uvek biti interval [tg,T] na realnoj osi R.
Parametar ¢ ¢emo interpretirati kao vreme (mada u opstem slucaju to
ne mora da bude vreme) i pri tome ukljucujemo i slucajeve tg = —oo i
T = 0.

Na osnovu definicije vidimo da stohasticki proces {Xy; t € [to, T}
zavisi od dve promenljive t € [ty, T] i w € Q. Promenljiva w se, kao i
kod sluc¢ajnih promenljivih, obi¢no ne pise pa stoga stohasticki proces
oznacavamo sa X (t) ili X;.

Ako je {X;; t € [to, T]} Revrednosni stohasticki proces tada je, za
svako fiksirano t € [to, T], X;(-) jedna R%-vrednosna slu¢ajna promenljiva.
Ukoliko fiksiramo w € Q, tada je X.(w) jedna Re-vrednosna funkcija
definisana na intervalu [ty, T], dakle element prostora (R%)foT] Ova
funkcija se zove trajektorija ili realizacija R%vrednosnog stohastickog

procesa {X;; t € [to, T]}.
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Konaéno dimenzionalne raspodele R%-vrednosnog stohastickog procesa

{Xi; t € [to,T]} su date sa:
P{Xt < x} = Ft(Q?)
P{th < .flﬁ'l,XtQ < 1'2} = Ftltz(l'l,l'g)

P{th < xl,...,th < :Un} = Fthm’tn(xl,...,l'n)

gde t,t; € [to,T],i=1,2,...; iz, €R, i =1,2,....
Sistem funkcija raspodele zadovoljava dva uslova:

(a) uslov simetrije

Ako {i1,...,i,} jeste jedna permutacija brojeva od 1 do n
tada vazi
Ei17-~~7tin (xilv B 7Iin) = Ehm,tn (mlv s 737”)'

(b) uslov kompatibilnosti
Ako je m < n za proizvoljne tp,i1,...,t, € [to,T] vazi da
je
Ftl,...,

st 1yt (1’1, <oy Tmy 00, L 700) =Fy  tm (3317 e 71’m)-

Teorema 1.1. (Kolmogorovljeva fundamentalna teorema)

Za svaku familiju funkcija raspodela koja zadovoljava uslove simetrije
i kompatibilnosti postoji prostor verovatnocéa (Q, F, P) i stohasticki pro-
ces X; definisan na njemu koji ima date raspodele kao svoje konacno

dimenzionalne raspodele.

Dva stohasti¢ka procesa X; i X; koja su definisana na istom prostoru
verovatnoca su ekvivalentna ili stohasticki ekvivalentna ako, za svako
t € [to, T], imamo da je X; = X, sa verovatno¢om 1. U tom slucaju se
proces X; zove verzija procesa X, i obrnuto. Kona¢no dimenzionalne

raspodele dva ekvivalentna stohasticka procesa se poklapaju.
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Trajektorije dva ekvivalentna stohasticka procesa mogu imati pot-
puno razli¢ite analiticke osobine (npr, jedan proces moze imati skoro
svuda neprekidne trajektorije, a drugi ne).

Stohasticki proces je strogo stacionaran ako su njegove konacno
dimenzionalne raspodele invarijantne u odnosu na vreme ¢, to jest, ako

za tz,tl—Ft € [tQ,T], 1= 1,2,..., vazi
Ftl,...,tn(xh e ,an) = Ft1+t,...,tn+t($1, ce ;xn)-

Ako dodatno pretpostavimo da je X; € L? za svako t (u opStem
slucaju je t € R), sledi da je ocekivanje tog procesa E(X;) = m = const
i kovarijansa Cov(Xy, Xs) = C(t — s). Za proces sa poslednje dve
osobine kazemo da je stacionaran u sirem smislu.

Ako je ovakav proces i srednje-kvadradno neprekidan, to jest, ako
ima osobinu da je

lim E(]X, — X[*) =0,
tada kovarijansna matrica C' ima oblik

C(t) = / e™dF (u) du, —oo <t < 0o,

o0

gde se d x d matrica F'(u) = (F;;(u)) zove spektralna funkcija raspodele
procesa X;. Ako funkcija raspodele F' ima gustinu, ona se zove spek-
tralna gustina procesa Xy.

R?vrednosni stohasticki proces ze zove Gausovski proces ako su
njegove kona¢no dimenzionalne raspodele normalne. Gausovski proces

je stacionaran i u Sirem i u strogom smislu.

2. Martingali

Neka je (2, F, P) prostor verovatnoca, neka je {Xy; t € [to, T}
jedan Revrednosni stohasticki proces definisan na (€, F, P) i neka je

{F: }epto,m jedna rastuca familija subsigma algebri od F, odnosno

Fs CFiy zaty < s<t<T.
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Ako je X; Fi-merljivo i integrabilno za svako t € [ty, T], tada se par

{ X4, Fiticpto,n (ili samo proces X;) zove martingal ako vazi
E(X;|Fs) = X5, skoro sigurno,

za sve s,t € [ty,T], s < t.
Drugacije to mozemo zapisati na sledec¢i nacin:
Akoje tp < o0 <ty < tpy, b € [to,T], 1= 1,...,TI,—|—1, n > 1,

tada je X; martingal ako
E<th+1 |Xt17 <o 7th) = th, skoro Sigurno.

Kako bismo dobili intuitivnu predstavu o martingalima, da¢emo
sledec¢i primer:

Ako je X;, sreca da kockar pobedi u i-toj igri onda je ocekivana
sreta da pobedi u (n + 1)-voj igri ista kao u prethodnoj, n-toj igri.
Dakle, martingal na neki nacin ilustruje ”fair-play”.

Ako je X; realni proces i ako u gornjoj jednakosti zamenimo = sa
< ili sa > onda dobijamo supermartingal ili submartingal.

Neka su X; i Y; dva martingala u odnosu na istu monotonu familiju
subsigma algebri F;. Tada je i AX; + BY; (A i B su fiksirane d x d
matrice) martingal i specijalno, X; — Xy, je martingal.

Martingal X, je submartingal ako je —X; supermartingal.

3. Markovski procesi

Osnovni princip koji lezi u procesima Markova jeste: buducnost je
nezavisna od proslosti kada znamo sadasnjost. Intuitivno, Markovska
osobina kaze sledete: Ako je poznato stanje sistema u nekom vremen-
skom trenutku s (sadasnjost) tada dodatne informacije koje se odnose
na ponasanje sistema u trenucima t < s (proslost) ne uti¢u na nase

poznavanje razvoja sistema za t > s (buduénost).
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Za ty < t; <ty <T, oznac¢imo sa
F([t1,ta]) = F( Xy t1 <t < ty)

najmanju subsigma algebru od F u odnosu na koju su sve slucajne
promenljive Xy, t; <t < t9, merljive. Dakle, na neki nacin F([t, t2])
"sadrzi” istoriju procesa X; od trenutka ¢, do trenutka t,.

Konacno dajemo definiciju Markovskog procesa:

Definicija 1.1. Re-vrednosni stohasticki proces definisan na pros-
toru verovatnoéa (Q, F, P) se zove Markovski proces ako zadovoljava
takozvani Markovsku osobinu:

Zaty < s <t<T isvaki Borelov skup B € B?
P(X; € B|F([to,s])) = P(X; € B|Xj),

vazi sa verovatnocéom 1.

Teorema 1.2. Svaki od sledecih uslova je ekvivalentan Markovskoj

0sobini:

(a) Zaty<s<t<TiAeF(tT])
P(AIE ([to,5))) = P(A[X.).
(b) Zaty<s<t<TiY F([t,T])-merljivo i integrabilno
E(Y|F(lto,5])) = B(YX,).
() Zaty <ty <t <ty <TiA €F(tot1]) 1 Ay € F([t2,T))
P(A; N Ay Xy) = P(A| X)) P(As] Xy).
(d) Zan>1,tg<t;<---<t,<t<TiBehB?
P(X, € B|Xs,,...,X..) = P(X; € B|Xy.).

Neka je Xy, to <t < T, Markovski proces. Postoji uslovna raspodela
P(s, X,, t, B) koja odgovara uslovnoj verovatnoéi P(X; € B|Xj).
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Funkcija P(s,z,t, B) je funkcija ¢etiri argumenta: s,t € [to, 7],

s<t, v €R?i B e B Ona ima sledeée osobine:

(a) Za fiksirano s <t i B € B4, sa verovatnoéom 1 vazi
P(s,X;,t, B) = P(X; € B|Xj).

(b) P(s,z,t,-) je verovatnota na B?, za fiksirano s < t iz € R%.

(c) P(s,-,t, B) je Bémerljivo za fiksirano s < ti B € B

(d) Zaty<s<u<t<TiBeBizasvercR? (sa moguéim
izuze¢em skupa N C R? takvog da je P(X, € N) = 0) vazi
Cepman-Kolmogorova jednacina:

(1) P(s,x,t,B) :/ P(u,y,t,B) P(s,z,u,dy).
R4
Uvek je moguée izabrati P(s,x,t, B) tako da vazi uslov

(e) Za sve s € [ty,T] i B € B je P(s,x,s,B) = Ip(x), gde je Ip

indikator skupa B.

Poslednja tvrdnja sledi iz ¢injenice da
P(Xs € B|Xs) = I[XseB]

za sve vrednosti X, = x.

Funkcija P(s,z,t, B) koja zadovoljava (b)-(e) se zove verovatnoéa
prelaza. Ako je X; Markovski proces i P(s,z,t, B) verovatnoca prelaza
koja zadovoljava uslov (a), tada se P(s, z, t, B) zove verovatnoca prelaza
Markovskog procesa. To je, za fiksirano s,t € [tg, T, s < t, jedinstveno
definisana funkcija od x i B sa mogu¢im izuzetkom na skupu N vred-
nosti z (nezavisno od B) gde je P[X, € N] = 0.

Koristi¢cemo slede¢u notaciju
P(s,z,t,B) = P(X; € B|X; =x)

Sto je verovatnoca da proces X; bude u trenutku t u skupu B ako je

u trenutku s (s < t) bio u stanju z. Broj P(X; € B|X; = x) je
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potpuno odredjen (definisan) gornjom jednakoséu, cak i u slucéaju da
uslov X, = x ima verovatnoc¢u nula.

Zmacaj verovatnoca prelaza za Markovske procese jeste sto se nje-
gove konacno dimenzionalne raspodele mogu dobiti iz njih i iz pocetne

raspodele procesa u trenutku tg. Naime, vazi sledec¢e tvrdjenje:

Teorema 1.3. Neka je Xy Markouvski proces sa parametarskim skupom
[to, T, P(s,z,t, B) verovatnoéa prelaza tog procesa i Py, raspodela za
Xy, to jest, P (A) = P|Xy, € A]. Tada, za konacno dimenzionalne
raspodele
P[X,, €By,....,.X;, €B,], to<ty<--<t,<T, BieBYi=1,...,n,
vazi

P[X;, € By,..., X eB]
/ / / n 1, Tn— latnaB )P( n— 27xn727tn71dxn71> cee
R J By Bn-1
.. P(to, Zo, tl, diL'l)PtO(dQ?())
1 zato, specijalno,

P[X; € B] :/ P(ty,z,t, B) P, (dz).
Rd
Vazi i sledece tvrdjenje:

Teorema 1.4. Neka je P(s,z,t, B) verovatnoca prelaza, pri éemu
s,t € [to, T]. Tada, za svaku pocetnu raspodelu Py, na B postoji prostor
verovatnoca (2, F, P) i na njemu definisan Markovski proces {Xy; t €
[to, T|} koji ima verovatnoéa prelaza bas P(s,x,t, B) i za koje Xy, ima

raspodelu Py, .

Markovski proces {X;; t € [to, T]} je homogen (u odnosu na vreme

t) ako je njegova verovatnoca prelaza stacionarna, to jest, ako je uslov

P(s+u,x,t+u, B) = P(s,z,t,B)
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identicki zadovoljen za tg < s <t <Tity <s4+u<t+u<T. Utom
sluc¢aju, verovatnoca prelaza je funkcija od x, t — s i B. Zato je piSemo

u obliku
P(t—s,x,B) = P(s,x,t,B), 0<t—s<T —t.

P(t,x, B) predstavlja verovatnocu prelaza iz stanja x u skup B u
trenutku .

Za homogen Markovski proces jednacina Cepman-Kolmogorova glasi

Plt+5.0.8) = [ Pls.yB) Plt.o.dy)
]Rd
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Vinerov proces i beli Sum

1. Vinerov proces

Stohasticki proces Wy, t > 0, je d-dimenzionalni Vinerov proces
ako ima nezavisne, stacionarne i N (0, (¢t — s)I)-raspodeljene prirastaje
Wy — W, pocetnu vrednost Wy=0 i ako ima skoro sigurno neprekidne
trajektorije.

Moze se pokazati da je d-dimenzionalni Vinerov proces ujedno i
jedan d-dimenzionalni martingal kao i da je Markovski proces. To je
prostorno i vremenski homogen proces.

Skoro sve trajektorije Vinerovog procesa su neprekidne, ali nigde
diferencijabilne funkcije. Za fiksiran vremenski trenutak ¢, nediferen-
cijabilnost trajektorija se moze objasniti ovako: Raspodela koli¢nika
(Wisn —Wy)/h je N(0,1/]h]). Kad h — 0 ova raspodela divergira tako

da, za svaki ogranicen merljiv skup B,
P[(Wt+h — Wt)/h € B] — O, h — 0.

Zato, diferencijalni kolicnik ne moze konvergirati sa pozitivhom

verovatno¢om ka nekoj sluc¢ajnoj promenljivoj.

2. Beli Sum

Takozvani (Gausovski) beli sum, &, —oo < t < oo, se u litera-
turi spominje kao stacionaran Gausovski proces sa srednjom vrednoséu
E(&) = 0 i konstantnom sprektralnom gustinom na ¢itavoj realnoj

osi. Takav proces ima spektar na kome sve frekvencije ucestvuju sa

9
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istom jac¢inom, dakle "beli” spektar (zbog analogije sa belom svetloséu
u optici koja sadrzi sve frekvencije vidljive svetlosti uniformno).

Ipak, takav proces ne postoji u klasicnom smislu jer je njegova
kovarijansna funkcija jednaka Dirakovoj delta distribuciji. Zato, beli
Sum moramo definisati kao takozvani uopsteni stohasticki proces.

Neka K oznacava prostor svih beskonacno diferencijabilnih funkcija
o(t), t € R, koje su identicki jednake nuli van konacnog intervala.
Svaka neprekidna lenearna funkcionela ® definisana na prostoru K zove
se uopstena funkcija ili distribucija.

Uopsten stohasticki (slucajni) proces je slucajna uopstena funkcija u
slede¢em smislu: svakom ¢ € K je dodeljena slucajna promenljiva ®(y)
(drugim re¢ima, ®(p) je obican stohasticki proces sa parametarskim

skupom K) tako da vaze sledeéa dva uslova:

1) Funkcionela @ je linearna na K sa verovatno¢om 1, to jest, za

proizvoljne ¢ i ¢ iz K i proizvoljne brojeve o i # imamo

e + ) = a®(p) + GL(¢)

sa verovatno¢om 1.

2) ®(y) je neprekidno u sledecem smislu: konvergencija o, — @y
u prostoru K, k= 1,...,n, implicira konvergenciju raspodele
vektora (®(py,), ..., P(pn,)) ka raspodeli (®(¢1), ..., P(pn))

u smislu konvergencije u raspodeli.

Moze se pokazati da svakom ”obi¢nom” stohastickom procesu sa
neprekidnim trajektorijama odgovara uopsteni stohasticki proces.

Jedna od vaznih prednosti uopstenih stohastickih procesa je Sto
njegov izvod uvek postoji i ponovo je uopsten stohasticki proces. Izvod

d uopstenog stohastickog procesa @ jeste proces definisan sa
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Za uopsteni stohasticki proces kazemo da je Gausovski proces ako,
za proizvoljne linearno nezavisne funkcije ¢,...,p, € K, slucajna
promenljiva (®(p1), ..., P(p,)) ima normalnu raspodelu.

Izvod Gausovskog uopstenog stohastickog procesa sa ocekivanjem
(srednjom vrednoscu) m(yp) i kovarijansom C'(p, ¥) je ponovo Gausovski
uopsteni stohasticki proces koji ima ocekivanje m(yp) = —m(p) i ko-
varijansu C"(go,w) = C(p, ).

Gausovski beli sum &, t € R, je uopsteni Gausovski stohasticki

proces sa srednjom vrednos¢u 0 i kovarijansom

[e.e]

(2) @mw:/ H(E)(1) dt.

—o0
Moze se pokazati da je beli Sum strogo stacionaran uopsteni sto-
hasticki proces.
Veoma znacajna osobina belog Suma je da je on izvod Vinerovog
procesa W, ako oba procesa posmatramo kao uopstene stohasticke pro-

cese. To opravdava notaciju
(3) ét = Wt7

Sto ¢esto sre¢emo u literaturi.

Naravno, onda imamo da je, obrnuto

(4) m:[@@

Iz (2) vidimo da je

Ce(p,9) =0 ako ¢(t) -¥(t) =0,

to jest, slucajne promenljive ®¢ () 1 P¢ (1)) su nezavisne u ovom slucaju.
Kazemo da uopsteni stohasticki proces sa ovom osobinom ima u svakoj
tacki nezavisne vrednosti.

[ako stacionaran Gausovski proces & sa svuda konstantnom spek-
tralnom gustinom u klasicnom smislu ne postoji, ovakav koncept belog

Suma se pokazao kao veoma korisna matematicka idealizacija. Stavise,
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iz jednacina (3) i (4) vidimo da je & samo izvod klasi¢nog stohastickog
procesa i da je, zbog toga, samo uglacavajuc¢i efekat obicne integracije
potreban da ”vratimo” & na klasican proces, na proces W;. Ovo posled-
nje je takodje razlog sto diferencijalne jednacine sa belim Sumom pre-
bacujemo u integralni oblik.

Tako sam nije klasican stohasticki poces, nije tesko pokazati da
beli sum moze da se aproksimira obi¢nim (klasi¢nim) stacionarnim
Gausovskim stohastickim procesom.

Na kraju recimo jos i to da je, zbog nezavisnosti vrednosti u svakoj
tacki, beli Sum pogodan za opisivanje brzo fluktuirajué¢ih slucajnih po-
java za koje korelacija stanja u trenutku ¢ i stanja u trenutku s postaje

mala veoma brzo.
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Stohasticki integrali

1. Uvod

Analiza stohastickih dinamickih sistema ¢esto podrazumeva razma-

tranje diferencijalnih jednacina oblika
(5) X, = [, Xp) + Gt X4)&s,

gde je & m-dimenzionalni beli sum, X; i f su R%vrednosne funkcije i
G(t,z) = (G4(t,x)) je (d x m) matrica.
Kao sto smo videli u prethodnoj glavi, iako & nije klasican sto-

hasticki proces, integral od & se moze identifikovati sa m-dimenzionalnim

t
Wt:/gsds
0

th - ft dt

Vinerovim procesom W;:

ili, simboli¢no

Resenje deterministickog pocetnog problema
Ty = f(taxt)u Tty = C

za neprekidnu funkciju f(¢, z) je ekvivalentno resenju integralne jednacine

¢
Ty = c+/ f(s,xs) ds,
to

za koju je mogudée naci krivu resenja klasicnom procedurom iteracije.
Na isti nac¢in transformisemo jednacinu (5) u integralnu jednacinu

(6) X, =+ / f(s,X.) + / G(s, X.)E, ds,

to
gde je C proizvoljna slu¢ajna promenljiva.

13
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Prvi integral sa desne strane u jednacini (6) mozemo shvatiti kao
nesto blisko Rimanovom integralu. Drugi, integral je ”veéi problem”.
Sad formalno eliminisemo beli Sum u jednacini (6) koriste¢i odnos

th = gt dt, p1§Uél

t t
(1) / Gls, X.)es ds — / G(s, X.) AW,
to to
tako da (6) postaje
t t
(8) X, =C +/ f(s, Xs) +/ G(s, Xs) dWs.
to to

Jendacina (8) moze biti jednostavnije zapisana u diferencijalnom

obliku
(9) dX; = f(t, Xy) + G(t, Xy) dW,.

Nas cilj je da definisemo integral
t t
X; = Xi(w) :/ G(s)dWs :/ G(s,w)dWy(w),
to to
za §to je moguce $iru klasu (d x m)-vrednosnih funkcija (matrica) G.
Na primer,za G=1id=m =1, je
t
/ dWS = Wt - Wto
to
posto svaka aproksimacija integrala sredinama Riman-Stiltesovih suma

oblika

n
Su=Y Gr)(Wy =W, ), to<ti <ty < <ty =t i <7 <

i=1
dovodi do te vrednosti.
Situacija se razlikuje kada je G "iregularno” koliko i W;.
Razmotrimo slucaj kada je G(t) = Wy, d = m = 1. Integral koji

sada posmatramo je

t
X, :/ W, dW.
to
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Formalna primena klasi¢ne integracije dovodi do

(10) / W, v, = Wi =W

Medjutim, takav racun pretpostavlja postojanje integrala kao obi¢nog

Riman-Stiltesovog integrala, to jest, pretpostavlja konvergenciju sume

S—Z Wi, 1)

sa svuda kona¢nom podelom i proizvoljnim izborom tacaka ;.
Madjutim, moze se pokazati da limit sume S, zavisi od izbora

tacaka podele 7;. Tacnije, moze se pokazati da ako izaberemo
:(1—a)ti,1+ati, OSGS 1, 1= 1,2,...,71,

onda

Wp — W2 1 !
sk — lim Sn = ———"0 ¢ (a - —> (t —to) := ((a))/ Wy dWs,
577.*’0 2 2 t

gde je sk — 5lim0 srednje kvadratni limit kada ¢,, = max(t; — ¢;_1) — 0.
Specijalno, ako izaberemo a = 0, to jest 7; = t;_;, dobijamo [tov
stohasticki integral koji je medju integralima tipa ((a)) [ W, dWj

to
okarakterisan ¢injenicom da je martingal, Sto se moze vrlo jednostavno

pokazati.
Vidimo da je Itov stohasticki integral
-WE  t—t
(11) /’W’mv 5 fo _ 2({

Jednagina (11) se ne poklapa sa vrednoséu u (10) koju smo dobili
formalnom primenom klasi¢ne integracije. Ovaj "problem” se moze
otkloniti izborom a = 1/2. Primena klasi¢nog Riman-Stiltesovog kalku-
lusa je upravo i bilatmotivacija za definisanje Stratonovicevog stohastickog

integrala ((1/2))/ W, dWs. U tom slucaju je
to

t WZ . W2
(/) [ woaw, - S 2
to
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2. Neanticipirajuce funkcije

Neka je W; m-dimenzionalni Vinerov proces na prostoru verovatnoca

(Q, F, P). Uvedimo oznaku za sigma algebru
Wite,s] = F(Wy ; to <u<5s)
i za sigma algebru
W =FW,—W,;; t<s< o).

Kako W; ima nezavisne prirastaje, W(to,t] i W;" su nezavisni.
Neka je t fiksiran nenegativan broj. Familija F;, t > t(, subsigma
algebri od F je neanticipirajuc¢a u odnosu na m-dimenzionalni Vinerov

proces W, ako ima slede¢e osobine:

(a) Fs C Fy, tg < s <t.
(b) F: D Wito, t], to < t.
(c) F; je nezavisno od Wi, to < t.

Familija F; = W(to, t] je najmanja moguca neanticipirajuca familija
sigma algebri. Ipak, ¢esto je neophodno i pozeljno prosiriti W(to, t]
drugim dogadjajima koji su nezavisni od W;", kao $to su, na primer,
pocetni uslovi. Stoga, u slucaju stohastickih diferencijalnih jednacina,
obi¢no uzimamo F; = F(Wlto, s|, C), gde je pocetni uslov C' slucajna
promenljiva nezavisna od Wy .

Kazemo da je (d x m)-vrednosna funkcija (matrica) G = G(s,w)
koja je definisana na [to, t] x Q i koja je merljiva po (s,w) neanticipi-
rajuca (u odnosu na familiju F neanticipirajuéih sigma algebri) ako je
G(s,-) Fs-merljivo za sve s € [to, t].

Sa MJ™[ty,t] = Moaltg,t] éemo oznacavati skup svih onih nean-
ticipirajuéih funkcija definisanih na [t, t] x €2 ¢ije su trajektorije G(-, w)

elementi Ls[to, ] sa verovatnocom 1, to jest, sa verovatno¢om 1 vazi

t
/ |G(s,w)|? ds < <.
to
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3. Definicija i osobine stohastickog integrala

Cilj nam je da definiSemo stohasticki integral

/t:G<s>dWs - /t:G<s,w>dW5<w>

za proizvoljno t > to i sve G € My [to, t] = Myto, ).

Ovo ¢emo uraditi u dva koraka. Prvo definiSemo ovaj integral za
takozvane step funkcije (funkcije koraka) u Ms[to, t]. U drugom koraku
prosirujemo nasu definiciju na ceo skup Ms[tg, t] tako $to proizvoljnu
funkciju iz Ms[to, t] aproksimiramo pomocu step funkcija istog prostora.

Funkcija G € Mslto, t] se zove step funkcija ako postoji dekompozi-
cijaty <ty <---<t,="ttako da G(s) = G(t;_1) za sve s € [t;_1,t;),
gdei=1,...,n.

Za takve step funkcije definiSemo stohasticki integral od G u odnosu

na W, kao R%vrednosnu slu¢ajnu promenljivu:

(12) / G()W, = 37 Gt )W, — Wi, ,)

U cilju definisanja stohastickog integrala za proizvoljnu funkciju G
iz Ms[to, t] primetimo, najpre, da je skup step funkcija gust u Ms|to, t

u smislu sledece leme:

Lema 3.1. Za svaku funkciju G € Mslty, t] postoji niz step funkcija
Gn € Myty,t] takav da

t

ss — lim |G (s) — Gn(s)]* ds = 0,

n—oo tO

gde ss — lim predstavija skoro siguran limit kada n — oo.

n—oo

Lema 3.2. Neka je G € Ms|ty,t] step funkcija. Za svako N > 0 i

c >0 vazr

g

>c

[t aw,

to

N ¢ 5
§§+P |G(s)|“ds > N|.
to
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Lema 3.3. Neka je G € Mslto, t] i neka je G, € Ms|ty,t] niz step

funkcija za koji
t

(13) st— lim [ |G(s) — Gn(s)]* ds = 0,

n—o0 to

gde st — lim predstavlja stohasticki limat ili limit u verovatnoci kada

n—oo

n — oo.
t
Ako definisemo / G (s) dWy jednacinom (12) tada

to

t t
st— lim [ G,(s) dW; = / G(s) dWs = I(G),
to to

n—oo

gde je 1(GQ) slucajna promenljiva koja ne zavisi od izbora niza {G,}.

Za svaku (d x m)-vrednosnu funkciju G € Mslto, t], stohasticki inte-
gral od G u odnosu na m-dimenzionalni Vinerov proces W; je slucajna
promenljiva I(G) koja je, na osnovu leme 3.3, skoro sigurno jedinstveno

odredjena sa

t t
I(G) = / G(s)dW, = st — lim [ G,(s) dWs,
to

gde je {G,} niz step funkcija iz Ms[ty, t] koji aproksimira G u smislu

da je
t

st— lim [ |G(s) — G.(s)|* ds = 0.
to

n—oo
Za specijalne funkcije iz Ms[tg, t] mozemo dati i jace aproksimacije

stohastickog integrala, kao sto tvrdi sledec¢a lema:
Lema 3.4. Za svaku funkciju G € Mslty,t] takvu da

t

/ B(|G(s)]2) ds < oo

to

postoji niz step funkcija G, € Ms[ty,t] sa istom osobinom, takav da
t

lim [ E(|G.(s) — G(s)]*) ds =0
n—oo tO
1 da je
¢ ¢

sk— lim [ Gp(s)dW,= [ G(s)dWs.

n— oo to to
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U teoremi 3.1 navodimo neke vazne osobine stohastickog integrala
od kojih se za osobine (a), (b), (c¢) i (e) pokaze da vaze najpre na skupu

step funkcija iz Ma[ty, t], a zatim se prosiruju na ¢itav skup Ms[to, t].

Teorema 3.1. Neka su G, G1, G i Gy, (d x m)-vrednosne funkcije
iz Malto, t] i neka je Wy m-dimenzionalni Vinerov proces. Stohasticki

integral definisan gore ima sledecée osobine:

(a) Za a,b € R vazi

[ 6610 b00) = [ o) aw, +o [ Gt

to
- [ o
G1k<8)dWs
t k=1 7to th
o) [ G, - ; cw=|
to m t th
G, (8)dW?
k=1 v10

(¢) Za N >0ic>0 je

P{/ttG(s) dw,
() Oinos

>c

N ¢ 9
<S+P /|G(s)\ ds > N|.
to

t
st— lim [ |G(s) — Gn(s)]*ds =0

n—oo tO
implicira
t t
st— lim [ Gu(s)dWs= / G(s) dWs,
to to
gde G, ne moraju biti step funkcije.
(e) Ako
t
/ B(|G(s)]2) ds < oo

to

tada je vektor ocekivanja stohastickog integrala

E (/t:G(s) dWS) —0,
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a za njegovu kovarijansnu matricu vazi

E ( /t:c(s) dWS) ( /t:G(s) dW5>, - /t:E(G(s)G’(s)) ds,

odakle, specijalno,
2 t
) :/ E(|G(s)|?) ds.
to

t
E ( / G(s) dWs
t
/ |G(s)]* ds = 0 sa verovatnoéom 1,
to

to
Teorema 3.2. Ako je

gde G € M[ty,t], tada

t
/ G(s) dWs =0 sa verovatnoéom 1.

to
4. Stohasticki integral kao stohasticki proces
Neka W; opet oznacava m-dimenzionalni Vinerov proces. Neka je
to fiksiran nenegativan broj. Neka je {F; ; t > o} familija neanticipi-
rajucih sigma algebri.

U proslom odeljku smo definisali stohasticki integral

/: Gls)dW, — /: (s, )W, ()

za G € Mg[to,T].
Neka je A C [to, T] Borelov skup i I4 njegova indikator funkcija.
Tada G]A S Mg[to,T].

Zato definiSemo
T
/ Gls) dW, — / G(s)14 dWV..
A to

Za svaka dva Borelova skupa A, B C [ty, T] koji se ne seku imamo

| Gl W, = /A G(s) AW, + /B G(s) dIV,

Specijalno, za tg < a < b < ¢ < T vazi

/GCG(S) dWS:/abG(s) dWS+/bCG(s) dwv..



4. STOHASTICKI INTEGRAL KAO STOHASTICKI PROCES 21

Specijalno, za svako G € Ms[ty, T,
Xt - / dW / to t]dWS, to S t S T,

jeste jedan R%-vrednosni stohasticki proces (jedinstven do na stohasticku
ekvivalenciju) za sve t € [ty, T| tako da je X;, = 0 skoro sigurno.

Naravno,
X, — X, = / w)dW,, to<s<t<T.

Ako G € Mslto, t], za svako t > tg, tada je stohasticki proces X;

definisan za sve t > .

Teorema 3.3. Neka je G € Mslto, T) i neka je

t
X, :/ G(s)dW,, to<t<T,

to

Tada sledece vazi:
(a) X; je Fy-merljivo (i zato neanticipirajuce).

(b) Neka je

t
/ E(|G(s)|?) ds < o0, za svet <T.

to

Tada je (X;, F;) za t € [to, T] jedan Ri*-vrednosni martingal,
to jest, zaty < s <t <T je
E(X|Fy) = X
Stavise, za 5,1 € [to, T] je ocekivanje tog martingala
E(X;) =0,

a za njegovu kovarijansnu matricu vazi

min(t,s)
E(X,X!) = / E(Gw)G'(u)) du,

to

odakle, specijalno,

B(X.P) = / E(IG(w)P) du.

to
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Tokodje, za sve ¢ > 0 ity <a<b<T vazi
b
_ L E(G)P) ds

P{ sup |Xt—Xa|>c]

a<t<b c?
1 vaz
b
E( sup |X; —Xa|2) <4 / E(|G(s)]?) ds.
a<t<b a

(¢) Xy ima neprekidne trajektorije sa verovatnocom 1.

(d) Ako za neki prirodan broj k vazi
t
[ B1G@™) ds <. w<as<isT,

tada je
E(1X: — Xal*) < (k(2k — 1)1t — a)~ / E(|G(s)[2) ds.

a
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Stohasticki diferencijali

1. Osnovni pojmovi

Odnos
/Gsw dW(w)

mozemo zapisati kao dX; = G(t) dW;. To je specijalan, takozvani
stohasticki diferencijal. U cilju davanja definicije i ispitivanja takvih

diferencijala posmatrajmo stohasticki proces oblika

1) X,(w) = X, (w /fsw ds+/ G(s,w) dW.(w).

Pretpostavke su uobicajene: W, je m-dimenzionalni Vinerov proces,
to je fiksiran nenegativan broj, {F; ; t > to} je "prateéa” familija
neanticipirajué¢ih sigma algebri sa dogadjajima nezavisnim od W,
G je (d x m)-vrednosna funkcija iz M$™[ty,t] = Ma[to,t]. Tada je
stohasticki integral u (14) potpuno definisan za t € [to, T

Na X, i1 funkciju f dajemo sledece pretpostavke:

(a) Xy, je Fy,-merljiva slu¢ajna promenljiva (i kao takva nezavisna
od Wi pa zato i od Wy —W,, zat < ty). Specijalno, to je slucaj
kada je X;, deterministicka veli¢ina.

(b) Funkcija f je jedna R%-vrednosna funkcija merljiva po (s,w) i
neanticipirajuéa (tj., f(t,-) je Fy-merljiva za sve t € [to,T]) i
vazi

T
/t |f(s,w)| ds < 0o, sa verovatno¢om 1.
0

23
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Poslednji integral interpretiramo kao Lebegov ili, ako je moguce,
Rimanov integral trajektorija f(-,w).

Oba integrala u (14) su neprekidne odozgo funkcije (integral od f
je, ustvari, apsolutno neprekidan), tako da je X; jedan R%vrednosni
stohasticki proces koji, sa verovatno¢om 1, ima neprekidne trajektorije.

Stavise, X; je Fi-merljivo i zato neanticipirajuce i vazi

t t
X, = X, +/ f(u) du+/ G(u) dW,,
za svako s takvo da je tp < s <t <T.

Kazemo da stohasticki proces X; definisan jednacinom (14) ima

stohasticki diferencijal
(15) dX; = f(t) dt + G(t) dW,.

Pri prelasku sa (14) i (15) pocetna vrednost Xy, nestaje , tako da

se iz (15) mogu dobiti samo razlike

X, — X, = /:f(u) du+/:G(u) AW,

1 mora se naglasiti kada je X, razlicito od nule.

Primer 4.1. Neka jed =m =1, to = 0 i T proizvoljan pozitivan

broj. Diferencijalna notacija za

t 2
[, W
0 2 2
je
(16) d(W2) = dt + 2W; dW;.

Ako napravimo diferencijal od W72 formalno, koristeéi Tejlorovu teo-

remu, dobijamo
(17) d(Wt2) >~ 2Wt th + (th)2

Poredjenje (16) i (17) pokazuje, da bi u slucaju stohastickog difer-

encijala od W2 morali zameniti (dW;)?* sa dt.
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2. Itova teorema

Opsti slucaj

Teorema 4.1. Neka je u = u(t, z) neprekidna funkcija definisana
na [to, T| xR sa vrednostima v R¥ i sa neprekidnim parcijalnim izvodima
(koji su k-vektori)

0

au(t, I) — ut7
u(tyx) == Ua;iy xr = (Il, .« 0. 7xd)
T
8xi(9xju(t’x) = Uy, 1,7 < d.

Neka je d-dimenzionalni stohasticki proces X, definisan na [to, T]

stohastickim diferencijalom
dX; = f(t) dt + G(t) dW,

u odnosu na m-dimenzionalni Vinerov proces W;.

Tada k-dimenzionalni stohasticki proces
Y, = u(t, Xy)
definisan na [ty, T] i sa pocetnom vredno$éu
Yi, = u(to, Xy,)

takodje ima stohasticks diferencijal u odnosu na isti Vinerov proces W:

d d
1y, = <ut<t, X) + a1, X0 £ (1) + éz > <t,Xt><G<t>G'<t>>ij> dt
+ ug(t, Xo)G(t) dW,
ili, $to je isto,
dY; = w(t, Xy) dt + u,(t, Xy) dX; + % tr(G(t)G' (t)ug) dt,

gde trA oznacava trag matrice A.
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Itova teorema za slucaj k =m =1

Sada ¢emo dati specijalan oblik Itove teoreme za slucaj k = m = 1,

koji je vazan za mnoge primene.

Teorema 4.2. Neka je u = u(t, z) neprekidna funkcija definisana
na [to, T] xR sa vrednostima u R i sa neprekidnim parcijalnim izvodima
Uty Ug; T Ugyzy, 1] < d.

Neka su d jednodimenzionalnih stohastickih procesa X; definisanih
na [to, T| stohastickim diferencijalima
u odnosu na isti jednodimenzionalni Vinerov proces W;.

Tada stohasticki proces
Y = u(t, Xq(t),..., Xq(t))

takodje ima stohasticki diferencijal u odnosu na isti Vinerov proces Wi:

d d d
1

i=1 i=1 j=1

Ovde proizvod dX; dX; moze biti izracunat iz sledece tablice

X | dWy | dt
dW, | dt | 0
dt 0 |0

pa tako dobijamo
dX; dX; = G,G;dt, 4,5 <d.

Zato, jednacinu (18) drugacije mozemo zapisati kao

d d d d
v (u EY by Zumimjaicj) it <Z u(;> aw,
i=1 =1

i=1 j=1



3. NEKI PRIMERI VEZANI ZA ITOVU TEOREMU 27

Itova teorema za slucajk=d=m=1

Teorema 4.3. Neka je u = u(t,x) skalarna neprekidna funkcija
definisana na [ty, T] X R sa neprekidnim parcijalnim izvodima uy, uy,
I Ugze. Neka je jednodimenzionalni stohasticki proces X, definisan na

[to, T| stohastickim diferencijaloma

gde su f i G skalarne funkcije i W jednodimenzionalni Vinerov proces.
Tada stohasticki proces Yy = u(t, Xy) takodje ima stohasticki difer-

encijal u odnosu na isti Vinerov proces Wy:

Y, = <ut(t, X,) + up(t, X)) f (1) + %um(t, Xt)G2(t)) dt+u, (t, X,)G(t) dW,.

3. Neki primeri vezani za Itovu teoremu

Primer 4.2. Pretpostavimo da postoje diferencijali jednodimen-
zionalnih stohastickih procesa X1(t) i Xo(t):
dXi(t) = fi(t) dt + G(t) dW;

U slucaju kada je u(t,z1,x2) = w129 druga verzija Itove teoreme

(teorema 4.2) dovodi nas do stohastickog diferencijala
X () Xa(t) = X1 (8)dXa(t) + Xo(t)dX, (1) + Gy (£)Gal(t)dt
= (Xa(8)f2(t) + Xa(t) f1(2) + G1(t)Ga(2))dt
+ (XL (1) Ga(t) + Xa(H)Go(t))dW,.

Ovo je pravilo parcijalne integracije za stohasticke integrale.

U integralnom obliku to je

X(()Xa(t) = Xi(to)Xalto) + / tXl(t)dXQ

t t
to

to
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U poredjenju sa odgovarajucom formulom za obicne integrale ili

diferencijale, postoji dodatni clan
G1(t)Gy(t)dt = G1(t)Ga(t) (dW;)?.
Ako izaberemo X1 (t) =t @ Xo(t) = Wy dobijamo
d(tWy) = Wy dt + t dWy,
a ako izaberemo X (t) = Xo(t) = W, dobijamo poznati rezultat
d(W2) = 2W, dW, + dt.

Primer 4.3. Neka je X; = W, jednodimenzionalni Vinerov proces.
Za situaciju kada je funkcija uw = (t,x), t € [to,T], © € R, neprekidno
diferencijabilna v odnosu na t i dva puta neprekidno diferencijabilna u

odnosu na x, treca verzije Itove teoreme (teorema 4.3) nam daje
1
du(t, Wt) = (ut(t, Wt) -+ 5 um(t, Wt)) dt + U1<t, Wt) th

Ako je, specijalno, u = u(x) nezavisno od t i dva puta neprekidno

diferencijabilno u odnosu na x, dobijamo

(19) du(Wy) = u'(Wy) dW, + % u”" (W) dt.

ili, sto je isto

(20) w(Wy) = u(0) + /Ot u' (W) dW, + % /Ot u" (W) ds.
Jednacine (19) i (20) pokazuju esencijalne karakteristike kalkulusa

sa stohastickim integralima. Jednacina (20) se ponekad zove funda-

mentalna teorema kalkulusa sa stohastickim integralima.

Primer 4.4. Za u(z) = 2", gden=1,2,..., it >0, formula (19)

nam daje
n—1)

AW = n Wit dW, + "(T

Specijalno, za n = 2 dobijamo dobro poznatu formulu

W2 dt.

A(W2) = 2W, dW, + dt.
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Stohasticke diferencijalne jednacine

1. Definicija i primeri

Posmatramo stohasticki diferencijal oblika
(21) dX; = f(t,Xy) dt + G(t, Xy) AWy, Xy =C, to <t <T < o0
ili, u integralnom obliku
(22) X; = C+/tf(s,XS) ds+/tG(s,XS) dWs, to <t <T < o0,

to to
gde je X; Ré%vrednosni stohasticki proces definisan na [to, 7] i W, je
m-dimenzionalni Vinerov proces.

Za Ré-vyrednosnu funkciju f i (d x m)-vrednosnu matricu G pret-
postavljamo da su definisane i merljive na [to, T] x RY. Takodje, pret-
postavljamo da su, za fiksirano (¢, z), funkcije f(¢,x) i G(t, x) nezavisne
od w € (), to jest, da se slucajni parametar w pojavljuje samo indirek-
tno u koeficijentima f(t, X;(w)) i G(t, X¢(w)) jednacine (21).

Proces X; mora biti konstruisan na takav nacin da, nakon zamene
u (21), desni ¢lan postane stohasticki diferencijal u smislu prethodne
price vezane za stohasticke diferencijale.

Specijalno, X; mora biti F;-merljivo, pa zato i neanticipirajuce.

Jednacine (21) i (22) definisu stohasticki proces X; sa datom pocetnom
vrednoséu X;, = C.

Za odgovarajucu algebru sigma algebri {F; ; t > to} uveséemo
slede¢u konvenciju:

Radi tretiranja stohastickih diferencijalnih jednacina na intervalu

[to, T| uvek je dovoljno izabrati za F; najmanju sigma algebru u odnosu

29
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na koju su pocetna vrednost C' i slucajne promenljive Wy, za s < t,

merljive, specijalno
Fi=F(C; Wy, s<t).
Po definiciji F; mora biti, za sve t > t(, nezavisno od
W =F(W,—W,; t <s<oo).

Specijalno, za t = ¢y to znac¢i da pocetna vrednost C' i Vinerov
proces W; — W, moraju biti nezavisni. Ako je C' konstanta onda je
to trivijalno zadovoljeno i u tom slucaju imamo (osim za dogadjaje sa

verovatno¢om nula)
Fi =WI0,t] = F(Ws, s <t).

Naravno, F; se uvek moze prosiriti svim dogadjajima koji su neza-
visni od W;t. Kada F; nije precizno navedeno uvek éemo pretpostaviti
da je zadato kao gore.

Jednacina oblika (21) se zove stohasticka diferencijalna jednacina.
Slucajna promenljiva X;, = C' se zove pocetna vrednost u ty. Jednacina
(21) jeste samo simboli¢ki nacin za zapisivanje stohasticke integralne
jednacine (22).

Stohasticki proces X; se zove resenje stohasticke diferencijalne jednacine
(21) na intervalu [to, T] ako ima sledece osobine:

(a) X; je Fr-merljivo (i zato neanticipirajucée).
(b) Funkcije f(t,w) = f(t, X;(w)) i G(t,w) = G(t, X;(w)) (nean-

ticipirajuce zbog (a)) su takve da, sa verovatnocom 1, vazi

T
/ |f(s,w)] ds < o0

T
/ |G (s,w)|* ds < o0,

to

(to jest, G € MJ™[to, T)).

(c) Jednacina (22) vazi za sve t € [ty, T| sa verovatno¢om 1.
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Ako je X resenje jednacine (21) i (22), tada je svaki stohasticki
proces koji je ekvivalentan procesu X; takodje resenje tih jednacina.

Specijalno, ako je, za svako fiksirano ¢ € [to, T,
X, =X, sa verovatnocom 1,

(gde skup na kome to ne vazi mora pripadati F;), tada je

/ F(5,X0) ds = /t:f(&)_(s) ds

t t
/ G(s, Xs) dW, :/ G(s, X,) dWs.
to

to
Zamenom reSenja (za koje ¢emo pretpostaviti da postoji) u desnu

stranu (22) dobijamo neprekidnu funkciju od ¢ koja, obzirom da je
reSenje, jeste u isto vreme skoro sigurno jednaka desnoj strani. Sledi da,
za svako resenje jednacine (21), postoji njemu stohasticki ekvivalentno
reSenje sa skoro sigurno neprekidnim trajektorijama. Dakle, uvek éemo

razmatrati neprekidna resenja stohastickih diferencijalnih jednacina.

Primer 5.1. Ako je G = 0, fluktuirajuci ¢lan u (21) nestaje. Tada
(21) interpretiramo kao obiénu diferencijalnu jednacinu

X = f(t, X)), to<t<T,

sa pocetnom vrednoséu Xy, = C. Slucajni uticaj se moze pojaviti samo
u pocetnoj vrednosti C.

Primer 5.2. Ako funkcije f(t,x) = f(t) i G(t,x) = G(t) ne zavise
od x € R i ako f € Ly[ty, T i G € Ly[to, T tada

jeste stohasticki diferencijal éijz' koeficijenti ne zavise od X, pa zato ne

zavise ni od w. Zato, na [ty, T|, jedinstveno resenje od (21) je

Xi(w) /f ds+/ G(5) dW,(w).
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2. Postojanje i jedinstvenost resenja

Da bismo obezbedili egziestenciju i jedinstvenost resenja neke obicne

diferencijalne jednacine
(23) Xt - f(t,Xt), Xto = C,

na intervalu ¢ € [to, T], obiéno pretpostavljamo da f(t,z) zadovoljava
Lipsicov uslov po z i da je ograniceno po t za svako x. Ovi uslovi

obezbedjuju da Pikar-Lindelofove iteracije
t
XM = C+/ Fs, X)) ds
to
konvergiraju ka resenju integralne jednacine

t
Xt:C+/ f(S,Xs) dS
to

koja je ekvivalentna jednacini (23).
Kako je obi¢na diferencijalna jednacina (23) samo specijalan slucaj

(za G = 0) stohasticke diferencijalne jednacine
dXt = f(t,Xt) dt —|— G(t,Xt) th, Xto = C, tO S t S T < 0

dovoljne uslove za egziestenciju i jedinstvenost reSenja te stohasticke
diferencijalne jednacine ¢emo modelovati po uzoru na klasican slucaj.

Vazi sledece tvrdjenje:

Teorema 5.1. Neka je
(24) dXt = f(t, Xt) dt + G(t, Xt) th, Xto = C, to S t S T < o0
stohasticka diferencijalna jednacina gde je Wy m-dimenzionalni Vinerov
proces 1 C' slucajna promenljiva nezavisna od Wy — Wy, , za t > ty.

Neka su R¥-vrednosna funkcija f(t,z) i (d x m)-vrednosna matrica

G(t, ) definisane i merljive na [to, T] xR i neka imaju sledeée osobine:
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Postoji konstanta K > 0 takva da
(a) (LipSicov uslov)
Za sve t € [tg,T] i z,y € R vazi

(25) [f(t,z) = f(t,y)|+ |Gt z) — Gt,y)| < K |z -yl

(b) (Uslov restrikcije rasta)
Za sve t € [tg, T] i v € R? vazi

(26) [t 2)* + |Gt )P < K2(1+ []).

Tada jednacina (24) ima na [to, T| jedinstveno R%-vrednosno resenje
Xi, koje zadovoljava pocetni uslov Xy, = C.
Preciznije, ako su X, i 'Y; neprekidna resenja jednacine (24) i ako

je Xy =Yy, = C, tada je

P| sup |X;—Y>0|=0.

to<t<T
Postupak dokazivanja teoreme 5.1 se u osnovi sastoji od Pikar-
Lindelofovog metoda iteracija i Borel-Kantelijeve leme koja omogucuje

ocenu greske konvergencije u postupku iteracije.

3. Primeri i primedbe

Lipsicov uslov (25) iz teoreme 5.1 garantuje da se f(t,x) i G(t,x)
ne menjaju brze po x od same funkcije x. To implicira, specijalno,
neprekidnost funkcija f(¢,-) i G(t,-) za sve t € [to, T).

Funkcije koje nisu neprekidne po x, pa ¢ak i neke neprekidne po x,
na primer, one tipa

ft,z) =1z|% 0<a<l,
su iskljucene kao koeficijenti stohasticke diferencijalne jednacine (24).

Da bismo ukljuéili funkcije kao $to je, na primer, sinaz? kao ko-

eficijente, potrebno je da u teoremi 5.1 Lipsicov uslov (25) zamenimo

opstijim uslovom (generalizacijom uslova (25)):
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Za svako N > 0 postoji konstanta Ky takva da, za sve t € [to, T,
lz] < N ily| < N, vazi

27)  |f(tx) = [y + ]G 2) = Gt y)| < Ky [z —yl.

Da bi Lipsicov uslov ili njegova generalizacija (27) bili zadovoljeni,
dovoljno je da funkcije f(t,z) i G(¢,z) imaju neprekidne parcijalne
izvode prvog reda u odnosu na komponente od z za svako ¢ € [tg, T
i da oni budu ograniceni na [tg,T] x R? ili, u slu¢aju generalizacije
Lipsicovog uslova, na [tg, T] x {x € R¢; |z| < N}.

Prokomentarisimo sada uslov restrikcije rasta u teoremi 5.1 (ne-
jednakost (26)). Ovaj uslov ogranicava f i G uniformno u odnosu
na t € [ty,T] i dozvoljava najvise linearan rast tih funkcija po z.
Ako narusimo taj uslov dobijamo efekat ”eksplozije” reSenja, poznat
iz teorije obicnih diferencijalnih jednacina.

Ako su funkcije f i G definisane na [ty, 00) x R? i ako pretpostavke
teoreme 5.1 vaze na svakom konacnom podintervalu [ty, 7] intervala
[to, 00), tada jednacina

t t
X, = C’+/ f(s, Xs) ds +/ G(s, Xs) dW;
to

to

ima jedinstveno resenje X; definisano na celoj polupravoj [tg, o0). Takvo

resenje se zove globalno resenje.

Primer 5.3. Posmatrajmo autonomnu stohasticku diferencijalnu

jednacinu
X, = f(Xy) dt + G(Xy) dW,, Xy, =C.

Pod autonomnom stohastickom diferencijalnom jednacinom podrazu-
mevamo onu kod koje f(t,x) = f(x) i G(t,x) = G(z) ne zavise od t.

Za svaku pocetnu vrednost C koja je nazavisna od m-dimenzionalnog
Vinerovog procesa Wy — Wy, za t > ty, ova jednacina ée imati tacno
jedno neprekidno globalno resenje X, takvo da je X;, = C ako vazi

samo sledeci globalni Lipsicov uslov:
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Postoji pozitivna konstanta K takva da, za sve x,y € R?, vazi
[f (@) = fy)l + |G(z) = G(y)| < K |o —yl.

Uslov restrikcije rasta za f i G sledi iz ovog globalnog LipSicovog

uslova (fiksiramo y = yo ).

Primer 5.4. Posmatrajmo, za d = m = 1, stohasticku diferenci-
jalnu jednacinu
(28) dXt = g(t)Xt th, Xto = O, t() S t S T.

Pretpostavke teoreme o egzistenciji i jedinstvenosti resenja su zado-

voljene ako je g(t) merljiva i ogranicena funkcija na [to, T).

Jedinstveno resenge jednacine (28) tada postoji i dato je sa

1 t t
X, =C exp{—§/ g*(s) d8+/ g(s) dWS}.
to to



