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Pregled kursa

e 20 casova predavanja - 10 nedelja po 2 casa
e Osnovni algoritmi za reSavanje problema minimizacije nelin-
earnih funkcija bez ogranic¢enja
— Uvod
— Teorijske osnove nelinearne optimizacije
— Pregled algoritama - trust region i line search
— Metode linijskog pretrazivanja
— Metode oblasti poverenja
— Metod konjugovanih gradijenata
— Njutnov metod i njegove primene
— Kvazi-Njutnovi metodi
— Algoritmi za probleme velikih dimenzija
— Metod najmanjih kvadrata
— ResSavanje sistema nelinearnih jednacina



Primer 1. Optimizacija portfolia
n - broj mogucih investicija, prinos na investiciju ¢ je r;. Prinosi
su slucajne promenljive sa normalnom raspodelom, oc¢ekivanjem p; i
varijansom o;,
w=Elrl, o? = El(r — ).
Pretpostavljamo da ¢e se sav raspolozivi kapital investirati i da nema
short-selling-a. Prinos portfolia je

R = E?:lﬂ'l'i
sa ocekivanjem E[R| = E[XP zr;] = >0 a;FE[r;] = x'p. Ako su
kovarijanse p;;,
El(ri — pa)(rj — py)]
0;0;

Pij =
za matricu G = [G;;], G;; = p;j0;0; je varijansa portfolia
E[(R — E[R))?] = 2" Gx.

Za k. parametar tolerancije rizika problem investitora je
n
max !y — ke’ Gz, sz =1,2>0.
i=1

Primer 2. Transportni problem

Dva postrojenja Fy, Fy i dvanaest veletrgovina Ry, ... Rys. Ako je
a; nedeljni kapacitet postrojenja Fj, b; nedeljna traznja trgovine R;,
uztransportne troskove c¢;; i ;; koli¢inu iz postrojenja ¢ u trgovinu j
imamo matematicki zapis

12 12
minZCijxij, ZZ‘Z‘J‘ S a;, i—1,2, Zl’ij Z bj,j—l,...,12, 'Tij Z 0
ij i=1 j=1






GLAVA 1

Teorijske osnove algoritama

Problem minimizacije bez ogranicenja
min f(z)
xr

gde je f: R — R glatka funkcija - funkcija cilja,az € R", n > 1 -
vektor promenljivih.

Resenje - globalno i lokalno (slabo i jako)

Tacka z* je globalni minimum ako je

f@") < f(=)

za sve .
Tacka z* je lokalni (slabi) minimum ako postoji okolina N (z*)
tako da je

f@®) < flx), = e N(z").

Tacka z* je strogi lokalni minimum ako postoji okolina N (z*)

tako da je
@) < f(z), €N,z

Tacka z*je izolovani lokalni minimum ako postoji okolina N (z*)
tako da je x* jedini lokalni minimum u N.

Tipicna situacija: vise lokalnih minimuma, od kojih je samo jedan
globalni!

Konveksne funkcije: svaki loklani minimum je ujedno i globalni
minimum.

Potrebni i dovoljni uslovi za minimum - zasnovani na Taylor-
ovoj teoremi

TEOREMA 1. Neka je f : R* — R neprekidno diferencijabilna
funkcija i p € R". Tada je

fl@+p)=f@)+Vf@+tp)p,
za neko t € (0,1). Ako je f € C*(R") onda je

1
Vf(xtp) = Vi) + /0 V2f (e + tp)pdt

5



6 1. TEORIJSKE OSNOVE ALGORITAMA

f(o+p) = J(2) + VI p+ 5" S+ )
za neko t € (0,1).

TEOREMA 2. (potrebni uslovi prvog reda) Ako je x*lokalni mini-
mum i f € C? u otvorenoj okolini tacke x* onda je

Vi) =0.

Tacke sa osobinom
Vf(x)=0

se nazivaju stacionarne tacke.

TEOREMA 3. (potrebni uslovi drugog reda) Ako je x* lokalni mini-
mum 1 V2 f(z*) neprekidno u otvorenoj okolini x* onda je

Vi) =0 i V*f(x*) je pozitivno semidefinitna matrica.

TEOREMA 4. (dovoljni uslovi drugog reda) Neka je V? f(x*) neprekidno
u otvorenoj okolini x* i V f(2*0 = 0, a V2 f(x*) pozitivno definitna ma-
trica. Tada je x* strogi lokalni minimum.

TEOREMA 5. (konveksne funkcije) Ako je f konveksna funkcija
onda je svaki loklani minimum x* ujedno i globalni minimum. Ako je
f i diferencijabilna funkcija onda je svaka stacionarna tacka globalni
minimum funckije f.

Algoritmi za minimizaciju
e iterativni
e monotoni - opadajuca vrednost funkcije u svakom koraku
e nemonotoni - opadajuc¢a vrednost funkcije nakon odredjenog
broja koraka
e izbor pocetne aproksimacije
e kriterijum zaustavljanja

Dva osnovna pristupa: line search (linijsko pretrazivanje) i trust
region (oblasti poverenja).
Linijsko pretrazivanje
e pravac trazenja pg
e nova iteracija rxy1 = T + aipr U kojoj funkcija ima manju
vrednost.
e duzina koraka

o = arg i f (a1 + apy)
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e tacna minimizacija i pribliZzna minimizacija (odredjeni broj
probnih koraka)
Oblasti poverenja
e model funkcija my,
e minimizira se my u nekoj okolini trenutne iteracije

mpinmk(xk +p), |pl <A

e nedovoljan napredak (redukcija vrednosti funkcije cilja) impli-
cira smanjenje oblasti poverenja

e nova iteracija 41 = T + px

e standarna model funkcija - kvadratna aproksimacija

mn(p) = (o) + VF (@) 0 + 557 B,

gde je By hesijan ili neka njegova aproksimacija






GLAVA 2

LINIJSKO PRETRAZIVANJE

Nova iteracija
(1) Th1 = Tk + Qg Pk,
gde je ap— duzina koraka, a p; pravac
Opadajuci pravac
PV i <0
pe = —B;'Vfi, B,—PD
By I — metod najbrzeg pada
B, = V?f,— Njutnov metod
B, ~ V?%f,— kvazi-Njutnovi metodi

Duzina koraka
Idealno resenje: - globalni minumum funkcije ¢ (tesko!)

p(a) = f(zp +apr), a>0

Tipican algoritam : provera niza kandidata za « i prihvatanje onog
koji obezbedjuje dovoljno smanjenje vrednosti funkcije

Nije dovoljno da je f(z11) < f(xg)! Primer: f(z) = (z —1)2 -1
iniz z, = 5/k. Tada je f(xp41) < f(zg), imgooz = 0, f(0) =0, a
minimum funkcije je f* = —1.

Wolf-ovi uslovi:

1. uslov dovoljnog pada

f(@e + owpr) < f(eg) + e Viipr, e €(0,1)

2. uslov krivine

Vf(ze + awpe) o > &V fiipe, ¢ € (e1,1)
Uslov dovoljnog pada se naziva i Armijo pravilo. Uslov krivine sprecava

da korak bude jako mali.
Strogi Wolf-ovi uslovi

flze + appr) < flxg) + closzf;;‘Fpk,

|V f(x + cupr) pr| = 2 |V il -
9



10 2. LINIJSKO PRETRAZIVANJE

Goldstein-ovi uslovi

Sit(I=c)euwV filpe < flmetarpr) < f(@r)+canV fiipe, c€(0,1/2).

LEMA 1. Neka je f : R — R neprekidno diferencijabilna funkcija
1 neka je py opadajuci pravac u xy a f ograniceno sa donje strane po
praveu {xg + apg : > 0} . Tada za 0 < ¢1 < ¢o < 1 postoji interval za
duzinu koraka tako da su zadovoljeni Wolf-ovi i strogi Wolfovo uslovi.

Backtracking
Za izabrano @ > 0, p,c € (0, 1) postavi a « @;
repeat
a — pa
until

f(xx + ap) < f(zr) + caV fipy

end repeat. Set ay = a.

1. Konvergencija linijskog pretrazivanja
Neka je

—kaTpk
IV fell ||k

TEOREMA 6. (Zoutendijk’s)Neka je f ograniceno sa donje strane i
neprekidno diferencijabilno na otvorenom skupu N koji sadrzi nivo skup
L=A{z: f(z) < f(xo)}, gde je xy pocetna iteracija. Neka su iteracije
oblike 1 pri ¢emu je pr opadajuci pravac a oy zadovoljava Wolf-ove
uslove. Neka je gradijent funkcije ¥V f Lipsic neprekidno na N,

IVf(@) =Vl < Llz—yl, zyeN.

cos b)), =

Tada
Zcos2 O ||V frl]” < oc.
k

Posledice teoreme:

e Ako je cosf > 6 > 0 onda je limy_ [V fi]| =0

e Postupka najbrzeg pada konvergira jer je cosf = 1

e Kvazi-Njutnovi pravci sa pozitivno definitnim i uniformno ogranic¢enim
matricama By 1 B;, ! zadovoljavaju uslov cos 6, > M-!



2. RED KONVERGENCIJE 11

2. Red konvergencije

Metod najbrzeg pada: - idealan slucaj

f(z) = %ITQJJ — vz, Q- SPD.

Jedinstveni minimum z, : Qx, = b! Korak odredjujemo minimizacijom

fije ¢ :

o~ VI,
VHQV fi
nova iteracija
Vi Vi
=2k — | o=+ | Vi
= (Jhgus) ¥
Uvodedi tezinsku normu sa matricom () imamo
1
5 llz = oo = f(z) = f(z.).

U ovom slucaju (konveksna kvadratna funkcija) imamo ocenu

M= M\
2 n 1 2
o —ally < () ol

U opstem slucaju vazi sledeca teorema.

TEOREMA 7. Neka je f : R® — R dva puta neprekidno diferen-
cijabilna funkcija i neka iteracije generisane linisjkim pretrazivanje uz
tacnu minimizaciju convergiraju ka x, gde je hesijan V2 f(x,) pozitivno
definitan. Tada je

A — A
f(xr) — floe) < <)\n i )\1

gde su My < ...\, kk hesijana V2 f(x,).

)2 (@) — F(20),

Kvazi-Njutnovi metodi
Pravac odredjuje iz jednacine

(2) pe = =By 'V,
gde je By neka aproksimacija hesijana.

TEOREMA 8. Neka je f : R" — R tri puta neprekidno diferenci-
jabilna funkcija. Posmatrajmo iteraciju oblika x 1 = xp + agppr gde
je pr. opadajuci pravac a oy, zadovoljava Wolf-ove uslove sa ¢; < 1/2.
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Ako niz xy konvergira ka x. tako da je Vf(z.) = 0 i ako je V?f(x.)
pozitivno definitno i ako pravci traZenja zadovoljavaju

fi IV e+ V2 fipell

0
k=00 x|

tada vazi
korak ap = 1 je dopustiv za sve k > kg
ako je ap =1 za sve k > ko onda {x} konvergira ka x. superlinearno.

Dennis-More-ov uslov je u sluc¢aju kvazi-Njutnovih pravaca ekviva-
lentan uslovu

5 o B = V)l

0
k=00 x|

TEOREMA 9. Neka je f tri puta neprekidno diferencijabilno i neka
su iteracije oblika xii 1 = ) + pr pri cemu je pi dato sa 2. Pret-
postavimo da niz {x1} konvergira ka x, gde je Vf(z,)V =20 i f(z.)
pozitivno definitna matrica. Tada {x} konvergira superlinearno ako i
samo ako vazi uslov 3.

Njutnov metod.
Pravac trazenja se odredjuje iz jednacine

pr = V[V [

TEOREMA 10. Neka je f dva puta neprekidno diferencijabilna funkcija
i neka je hesijan V2 f Lipsic neprekidna fia u okolini resenja x, u kom
vazi dovoljni uslovi. Posmatramo iteracije oblika xp, 1 = xp + p, pri
cemu je pr. Njutnov pravac. Tada vaZe sledeca tvrdjenja.

: Ako je pocetna iteracija xq dovoljno blizu x, onda niz konver-
gira ka x,

: konvergencija je kvadratna

: niz normi gradijenata {||V fr||} konvergira ka nuli kvadratno

3. Algoritmi za odredjivanje duzine koraka oy

Primenjuje se priblizna minimizacija umesto tacne. Tipi¢na proce-
dura se sastoji od dve faze:
(1) lokalizacija (bracketing) - odredjivanje intervala [a, b] u kom se
nalazi oy
(2) selekcija (selection) - odredjivanje konacne duzine koraka.
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U fazi selekcije se primenjuju razni algoritmi - inetrpolacija je najcesci
tj. umesto odredjivanja minimuma funkcije ¢(a) = f(xp + apy) odred-
juje se minimum interpolacionog polinoma (najcesée kubni ili kvadratni
polinom).

Pocetna duzina koraka kod Njutna i kvazi-Njutna je uvek 1 da bi
se u krajnjom fazi postigla odgovarajuca brzina.

Algoritam za Wolfove uslove

Koristi se ¢injenica da (a;_1, ;) sadrzi ay, koje zadovoljava Wolfove
uslove ako vazi jedan od tri uslova

(1) «; narusava uslov dovoljnog pada
(2) ¢ () 2 ¢ (1)
(3) ¢ () = 0.

Poslednji korak u algoritmu je ekstrapolacija za slede¢u probnu
tacku oy 1 - nije nuzno, moze se uzeti i a;;11 = fay.

Algoritam 1.(Linijsko pretrazivanje)
Postavi ag < 0, izaberi aq > 01 aypax;
1« 1;

repeat

: Izracunaj o(«;);

1 glai) > ¢(0) + 10/(0) ili [p(cvi) = P(ai-1) 14> 1]
: . = zoom(a;_1, «;) and stop;

: Izracunaj ¢'(oy);

2 If [/ ()] < —e29/(0)
: set a,, «— «; and stop;

1 ¢'(en) 2 0
: set a, = zoom(qy, ;1) and stop

: Choose a1 € (v, Omax)

Pl — 1+ 1;

End (repeat).
Algoritam zoom(ay,, ;) se koristi za izbor koraka u intervalu (., ap;)-
Pri tome znamo

(1) interval (ay,, ;) sadrzi korake koji zadovoljavaju stroge Wol-
fove uslove
(2) Broj oy, je onaj koji od svih do tada generisanih koraka koji

zadovljavaju uslov dovoljnog para daje najmanju vrednost funkcije

(3) Broj ay; je izabran tako da vazi ¢'(«y,)(an: — aye) < 0.
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Svaka iteracija ovog algoritma generise a; unutar (oy,, ap;) 1 onda
zamenjuje jednu od granica tako da prethodne tri osobine vazi za novi
interval!

Algoritam 2.(zoom)
repeat
: Interpoliraj i odredi novu probnu duzinu «; izmedju oy, 1 ap;;
: Izracunaj ¢(a;)
: If o) > @(0) + c1a;¢'(0) il d(erj) > d(euo)
¢ Qpp Q5
: else
: Izracunaj ¢'(a;)
1[0/ (ay)] < —cadf(0)
: postavi a, « «a; and stop
2 If @' (o) (ap; — ago) >0
¢ Qpi < Qo
P

end (repeat)
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Kvazi-Njutnovi metodi

1. BFGS metod

Matrica By u kvadratnom modelu se azurira u svakoj iteraciji ko-
riste¢i prethodnu aproksimaciju hesijana i informacije iz nove iteracije
na slede¢i nacin. U novoj iteraciji zy.1 = o + axpr pravimo model

1
Mi1(P) = fe1 + kaTHp + §pTBk+1P

i postavljamo sledec¢e zahteve:
Vg (zr) = Vi, Vimga(ze) = Vi
Sto implicira jednacinu secice
Bii1sk =Yk, Sk = Tkt1 — Tk, Yk = Ver1 — Vi
Za ocuvanje SPD osobine matrice mora da vazi uslov krivine
sk k> 0,

koji se obezbedjuje pomoéu Wolfovih uslova (W2).
Jedinstvenost se obezbedjuje resavanjem problema minimizacije

(4) min || B — By,
B = BY, Bs,=uy.

U zavisnosti od izbora norme dobijamo razlicita resenja.
Scale-invariant metod dobijamo sa tezinskom normom

1Al = W2 AW 2| .

Ako je W = CNJI;I, gde je é’k srednja vrednost Hesijana,

1
Gy = / V2 f (w + Tagpr)dr
0
imamo osobinu
Yr = Groypr = Gisi
15
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i norma je adimenzionalna.Jedinstveno resenje problema (4) je dato
DFP (Davidon, Fletcher, Powell) formulom

Bi1 = (I — veywsy,) Br (I — vSkYL ) + WYy »

sa

1
k= .
E ?J;;FS/@

BFGS (Broyden, Fano, Godfab and Spedicato) postupak
Inverzni update dobijamo pomocu inverzne jednacine secice i opti-
mizacionog problema

min [H — Hi|
Hy, = s, H=HT

Uzimajuéi tezinsku Frobenijusovu normu sa matricom W = G,;l,
1
Gk = [/ VQf(Ik -+ TOékpk>dT
0
reSavanjem problema minimizacije dobijamo
Hin = (I = peseyp ) Hi(I = prynsi) + prsest,

1
y}fsk'

Primenom Sherman-Morrison-Wodbury formule se dobija

P =

Bispst BE yryt

By = B, —
+1 k T T .
53, Bisy, Y Sk

Osobine BFGS i DFP postupaka

- superlinearna konvergencija

- Ako je Hy pozitivno definitno istu osobinu ima i Hj

- BFGS ima osobinu samokorekcije aproksimacije Hesijana (uz do-
bar line search) i zato je bolji u praksi

- izbor pocetne aproksimacije

Globalna konvergencija
Pretpostavke BFGS

(1) Funkcija cilja f je dva puta neprekidno diferencijabilna
(2) Nivo skup Q = {z: f(z) < f(xo)} je konveksan i postoje poz-
itivne konstane m i M tako da je na nivo skupu zadovoljeno

mll2l* < 2T G(x)z < M|
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TEOREMA 11. Neka je By SPD matrica 1 xy pocetna iteracija takod
avaZe pretpostavke BFGS. Tada niz generisan BFGS postupkom kon-
vergira ka minimumu x, funkcije f.

Uz dodatnu pretpostavku da je matrica Hesijana LipSic neprekidna
u T,
(5) 1G(z) = G(z.)|| < Lz — .|

vazi teorema o superlinearnoj konergenciji uz uslov
o

(6) > lak — 27| < 0.
k=1

TEOREMA 12. Neka su zadovoljeni uslovi prethodne teoreme i uslovi
(5)-(6). Tada niz {xy} konvergira ka x,. superlineanro.

2. Metod SR1
Azuriranje aproksimacije Hesijana pomocu simetri¢ne matrice ranga
1. Opsti oblik je
Byi1 = B + ovvt
gde je 0 = 1 a 0 i v se biraju tako da vazi jednacina seceice Byy15r =
Yg- Sto implicira da je v = § (yx — Bisy) za neki skalar §. Tako dobijamo
(yk — Bis) = 06° [si, (yk — Busw)] (yr — Brsy)

Sto vazi ako i samo ako je

—1/2
o =sgn [s; (ye — Brsi)], 0 ==%|si (yx — Brsi)| /
te je nova aproksimacija Hesijana
(ye — Bisi)(yx — Brsi)”
(Yx — Brsi)" sk
Primenom SMW formule dobijamo
(s — Hyyr) (sx — Hiye)"
(sk — Hiye)" o
Ne oc¢uvava pozitivnu definitnost sto je problem kod linijskog pre-
trazivanja ali moze biti prednost kod trust region metoda ako je u
pitanju problem sa ogranic¢enjima ili problem sa parcijabilno separabil-
nim funkcijama jer je tada pravi Hesijan indefinitan!
Razlikujemo tri slucaja

Bii1 = B +

Hpy = Hi +

(1) Ako je (yr — Brsi)" sk # 0 imamo jedinstvu korekeiju
(2) Ako je yr = Bysp onda je jedina moguénost da se ocuva
jednacina secCice Byy1 = By
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(3) Ako je yr # Brsk 1 (uk —Bksk)T s, = 0 onda ne postoji
simetricna korekcija ranga 1 koja zadovoljava jednacinu secice
Osobine SR1 formule

e Jednostavnim testom se obezbedjuje da ne dodje do singularne

aproksimacije
(7) |5k (yx = Brsi)| = 7 llsell llye — Busill -
e Matrice By obi¢no jako dobro aproksimiraju Hesijan (bolje od
BFGS)
e POstoje situacije kad je odsustvoi pozitivne definitnosti ko-
risno
Konvergencija

Videcemo na primeru kvadratne funkcije da SR1 dobro aproksimira
Hesijan.

TEOREMA 13. Neka je f : R® — R strogo konveksna kvadratna
funkcija, f(z) = bT2+1/2 2T Az gde je A pozitivno definitna simetricna
matrica. Tada za svaku poCetnu aproksimaciju x i svaku simetricénu
matricu Hy iteracije {xy} generisane SR1 metodom

sp=—HpVfi, Zp=xp+ 55

konvergiraju ka minimumu u najvise n koraka ako je (sy — Hkyk)T Y 7
0. Sta vise, ako je odredjeno n iteracija i ako su pravci s, medjusobno
linearno nezavisni onda je H, = A~!,

TEOREMA 14. Neka je f € C? i nek aje Hesijan ogranic¢en i Lipsic
neprekidan u okolini tacke x*. Neka je {xy} niz iteracija tako da je
xp — x* za neko x* € R™. Ako (7) vaZi za sve k za nekor € (0,1) i ako
su koraci si, uniformno linearno nezavisni onda matrice By generisane
SR1 metodom zadovoljavaju

Jim | Br — V2 f(z%)

| =0.
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Postupak konjugovanih gradijenata

1. Linearni problem

Neka je dat sistem linearnih jednacina Ax = b, gde je A € R™"
simetri¢na pozitivno definitna matrica. Za razliku od iterativnih postu-
paka, postupak konjugovanih gradijenata i drugi slicni postupci nemaju
iterativnu matricu, iako nisu direktni postupci. Postupak konjugovanih
gradijenata, za proizvoljno z° € R", daje vektore {xk} k=1,2,...,N
i pri ra¢unanju u tacnoj aritmetici je ¥ = v = A1, za neko N < n.
Zbog gresaka zaokruzivanja =V nije taéno resenje, pa se postupak nas-
tavlja, odnosno postaje iterativni postupak.

Ideja postupka konjugovanih gradijenata i Sire klase, postupaka
konjugovanih pravaca, se sastoji u slede¢em. Izrac¢unatoj aproksimaciji
z* se dodeli pravac trazenja dy, a zatim se izracunava 21 = 2* +au.dy,
gde je a4 resenje jednodimenzionog problema minimizacije

: k
(8) glelﬂgF (" + ady) ,
za
1
(9) F(x)= §xTA1: —2'bh, xER™

U daljem radu se pretpostavlja da je F' uvek dato sa 9, a funkcija F sa
1
(10) E(x) = F(z) + 5bTA*b.

LEMA 2. Neka je A € R™™ pozitivno definitna matrica i b € R™.
Tada je x minimum funkcije E (y) ako i samo ako je x reSenje linearnog
sistema jednacina

grad F(y) = Ay — b= 0.
Resenje problema 8 dato je slede¢om lemom.

LEMA 3. Neka je A € R™" pozitivno definitna matrica, x,b € R",
d € R"\ {0} i g = Az —0b. Vektor x+ad minimizira funkciju F' (x 4 od)
ako i samo ako je
_—9'd
CTdTAd
19
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Postupak konjugovanih pravaca zahteva da pravci di po kojima se
vr$i minimizacija budu medusobno A-konjugovani.

DEFINICIJA 1. Ako je A € R™" pozitivno definitna matrica, onda
se za vektore dgy,dy, . ..,dy kaze da su medusobno A-konjugovani ako
zasve i,7 € {0,1,..., N} vazi

dj Ad; =0, i#j.

Razli¢itim izborom pravaca minimizacije dj, (koji zadovoljavaju pret-
hodnu definiciju) dobijaju se razli¢ite postupci konjugovanih pravaca.
Ako se izaberu pravci d; = e;11,za1=0,1,...,n—1, gde su e; jedini¢ni
vektori, postupak konjugovanih pravaca je ekvivalentan sa Gausovim
postupkom eliminacije. Kod postupka konjugovanih gradijenata pravci
dr se dobijaju pomoc¢u gradijenata funkcije F'(z).

U lemi 2 je pokazano da je minimum funkcije F(z) istovremeno i
minimum funkcije F(z). Kod postupka konjugovanih gradijenata (CG)
pri odredivanju vektora x**! se sprovodi k-dimenziona minimizacija.
Vektor zF*! se izracunava kao

" = 2P+ ugrg + wiry + -+ wgry,
gde su r; gradijenti funkcije £ (z), tj. r; = grad E (%), 1 =0,1,...,k,
a brojevi ug, u1,...,ur € R su odredeni tako da je

F($k+U0T0+U1T1+“'+Uka)

minimalno.

Osobina postupka konjugovanih gradijenata, da se resenje nalazi u
najvise n koraka u tacnoj aritmetici, je posledica linearne nezavisnosti
A-konjugovanih gradijenata.

LEMA 4. Neka je A € R™™ pozitivno definitna matrica © neka su
vektori do,dy,...,dy € R"\ {0}, N < n, A-konjugovani. Tada su
vektori dy, dy, . ..,dy linearno nezavisni.

Od datih n linearno nezavisnih vektora se Gram-Smitovim postup-
kom ortogonalizacije moze konstruisati skup medusobno A-konjugova-
nih vektora. Skalarni proizvod se definise kao

(,y)a =z Ay.

Vazi sledeéa teorema, koja je uopstenje teoreme O Gram-Smitovom
postupku ortogonalizacije, sa skalarnim proizvodom (-, -) 4, pa je dokaz
ovde izostavljen.
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TEOREMA 1. Neka je A € R™™ pozitivno definitna matrica i neka

SU Po, P1y - - - PN—1, N < n, linearno nezavisni vektori. Tada su vektori
k-1 T
p' Ad;
11) do = dp = pr — —d;, k=1,2,...,N—1,
(11) 0 = DPo; k = Pk AT Ad;

i=0
medusobno A-konjugovani i generisu isti prostor kao i vektori pg, p1,
-y DN-1-

CG postupak se dobija ako se za vektore p, biraju negativni gradi-
jenti funkcije F(z*), tj. pr = —gr = b — Az* i pravci minimizacije
odreduju prema 11, a skalari o pomocu leme 3. Pri tome, sukcesivno
se racuna pg, do, p1,ds, - . . . Da bi se postupak mogao sprovesti potrebno
je dokazati da su vektori gx, za £k = 0,1,...,n — 1 linearno nezavisni.
Ukoliko je gy = 0, za neko N < n, onda je resenje sistema Az = b veé
dostignuto i racunanje se prekida. Postupak konjugovanih gradijenata
je dat slede¢im CG algoritmom.

(1) korak: Izabere se proizvoljno 2 € R" i izracuna gy = Az° — b.

(2) korak: Ako je g9 = 0, postavlja se N = 0 i racunanje se
prekida.

(3) korak: Ako je go # 0, onda je dy = —go i k = 0.

(4) korak:

-
9k dk k+1 k k+1
oy = , " =2 4+ aydy, = Ax"" —b.
k d,I Ad,, KOk Gk+1
(5) korak: Ako je gxr1 = 0, postavi se N = k + 1 i racunanje se
prekida.
(6) korak: Racuna se
T
gy Ady,
= , diy1 = — + Brdy.
Bk d;Adk k+1 Gr+1 + Ordy
Stavi se k = k + 1 i ide na korak 3.
Neka je sa span {dg, dy, . . ., d}} oznacen linearni potprostor prostora
R™ generisan vektorima dy, dy, ..., d, za proizvoljan prirodan broj k.

TEOREMA 2. Neka je A € R™™ simetri¢na pozitivno definitna ma-
trica i b € R™. Za proizvoljno 2° € R™ Algoritam CG je dobro definisan.
Pri tome su dobijeni vektori go, g1,...,gn linearno nezavisni,

Sparn {907 g1, - - - 7gk} = Spal {907 AgU) s 7Ak90}

iak za k€ {0,1,...,N}, N < n, minimizira funkciju F(y) v afinom
potprostoru By, = x° + span {go, g1, .-, Gx} -
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Kako su vektori gg, g1, ..., gx, kK < n linearno nezavisni, na osnovu
prethodne teoreme dobija se sledece tvrdenje.

POSLEDICA 1. Neka su za proizvoljno z° € R™ wvektori 2%, k =
1,2,...,n dobijeni po algoritmu CG. Tada je vV = x = A~'b za neko
N <n.

Brzinu konvergenciju zapravo odredjuje broj razlicitih karakter-
isti¢nih korena matrice A.

TEOREMA 3. Ako A ima samo r razlicitih karakteristicnih korena
onda ce se do resenja dolazi u najvise r CG iteracija.

Pored broja karakteristicnih korena i njihov raspored utice na brz-
inu konvergencije. KOriste¢i uslovni broj matrice k(A) = ||A|l2]| A7z =
A1/ Ay, za karakteristicne korene A; < ... < \, vazi ocena

1
k * H(A) /2 —1 k *
lo* — 2" < (——77-—=)" 2" — 27
k(A) /2+1
Da bi se poboljsao raspored karakteristicnih korena cesto se koristi
prekondicioniranje uvodjenjem smene
T=Cx
za pogodno izabranu matricu C'. Sada se posmatra gradijent nove kvadratne
funkcije E(Z) i reSava se sistem lineranih jednacina
(C~TAC™Hz = O b,

pa konvegrencija zavisi od rasporeda karakteristicnih korena matrice
CTACL.

2. Nelinearni konjugovani gradijenti

Fletcher-Reeves metod
Algoritam FR-CG
Za dato xg, fo, Vfo, postaviti pg = =V fo, k = 0.

(1) Ako je Vfr =0, stop.

(2) Izracunati oy 1 postaviti x5 = g + ps;
(3) Izracunati V f4q
(4)

52 VIRV fin
k+1 Vfgvfk )

(5) postavi k =k + 1

Pr+1 = —V frr1 + Brt1Pk
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-Vazna osobina - restart jako pomaze (fr = 0) i vazi tvrdjenje o
n—kvadratnoj konvergenciji

Globalna konvergencija

Pretpostavke NCG

(1) Nivo skup je ogranicen
(2) U nekoj okolini N funckija cilja je Lipsic neprekidno diferen-
cijabilna
IVf(x) =V <Llz =z, zzeN

TEOREMA 15. Neka vaZe pretpostavke NCG. Neka je xyy1 = ) +
agpr gde je py opadajuci pravac a oy zadovoljava Wolfove uslove. Tada

Je€

o0

ZCOSQ O ||V fill* < oo

k=1

TEOREMA 16. Neka vazZe uslovi prethodne teoreme pri cemu oy
zadovoljava Wolfove uslove sa 0 < ¢1 < co < 1/2. Tada je

limkinf IV fil] = 0.






GLAVA 5

Primene Njutnovog metoda - sistemi velikih
dimenzija

1. Netacni Njutnov metod

Umesto odredjivanja tacnog resenja Njutnove jednacine uzima se
priblizno resenje tako da rezidualni vektor

e = V2 fipk + Vi
bude dovoljno mali,
7l < 1 [V fiel|-

TEOREMA 17. Neka je V[ neprekidno diferencijabilno uw okolini
minimuma x, i neka je V2 f, pozitivno definitno. Ako je py. odredejeno
takoda vazi uslov za rezidualni vektor onda niz data sa xy 1 = xx + pg
konvergira ka x, lokalno i linearno.

TEOREMA 18. Neka su zadovoljeni uslovi prethodne teoreme i neka
niz xy konverira ka x,. Tada je za n, — 0 konvergencija superlinearna,
a ako je n, = O(||V fx||) onda je konvergencija kvadratna.

2. Line search Newton

Primenjujemo line searh algoritam koriste¢i Njutnov pravac By =
V2 f;, ili modifikovani Njutnov pravac dobijen pomoéu

By, = V2fk + L,

gde je Fj dodatak kojim postizemo pozitivnu definitnost. Za oy ponovo
trazimo Wolfove uslove. Vazi teorema.

TEOREMA 19. Neka je f dva puta neprekidno diferencijabilno na
otvorneom skupu i neka je xy takvo d aje nivo skup kompaktan. Ako
vazi osobina ogranicene faktorizacije onda je

lim ka = 0.

k—o0

25
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3. Trust region Newton

DefiniSemo trust region problem pomocéu pravog hesijana. Tako
dobijamo trus region Njutn iteracije. Poenta je pokazati da radijus
TR postaje neaktivan u krajnjoj fazi algoritma tj. svodi se na obi¢nog
Njutna sa svim njegovim dobrim osobinama.

TEOREMA 20. Neka je f dva puta neprekidno diferencijalbilna funkcija.
Neka {xy} konvergira ka . gde vaZe dovoljni uslovi drugog reda za za
sve k dovoljno velike TR algoritam sa By, = V2 f, uzima korake py koji
postizu bar redukciju Kosijeve tacke, my(pr) < mi(p) i za koje vazi

P = w2} = o (|l2']]) -
Tada trust region radijus postaje neaktivan za dovoljno veliko k.

Dog-leg i dvodimenziona minimizacija zadovoljaju uslove prethodne
teoreme!



GLAVA 6

Metod najmanjih kvadrata

Posmatramo funkciju cilja

fla) =33 r3a).

Jj=1

N —

Funkcije r; nazivamo reziduali i pretpostavljamo da su r; : R" — R
glatke funkcije. Takodje pretpostavljamo da je m > n. Ova funkcija
ima specijalne osobine. Ako je J(z) oznaka za matricu parcijalnih
izvoda preslikavanja r;,

=52

tada je

Vif(x) = Z Vry () Vi (2)" + Z rj () V?r; ()

= J(@)"J(2) + Y @) Vi),

J=1

Ako imamo J (z) odmah dobijamo i prvi sabirak u hesijanu, a ta]
sabirak je Cesto vazniji od drugog (ili je model skoro linearan ili su
reziduali blizu resenja jako mali).

1. Linearni najmanji kvadrati

Ako su reziduali linearne funkcije onda funkcija cilja ima oblik
1
fa) =5 1T+,

gde je J fiksna matrica i r(0) = 0. Tada je

Vi@)=J" (Jo+r), Vf(x)=J"J
27
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Ova funkcija cilja je konveksna, a iz uslova Vf (z*) = 0 dobijamo
normalne jednacine

JV e, = —J"r.

Resenje trazimo metodama linearne algebre.

2. Nelinearni problem

2.1. Gaus-Njutnov metod. Metod je modifikacija Njutnovog metoda.
Odbacujemo drugi ¢lan u izrazu za Hesijan i dobijamo pravac resavanjem
sistema

(12) JETp™ = —Jlry.

Prednosti - jednostavnije za izracunavanje, prvi ¢lan je ¢esto i na-
jvazniji, i najvaznija osobina je da kad god J ima pun rang pavac
pNje opadajuéi pravac tj. pogodan za linijsko pretrazivanje.Pored
toga postoji slicnost izmedju Gaus-Njutnove jednaé¢ine (12) i normalnih
jednacina kod linearnog problema tj. p“" je reenje linearnog problema

(13) min 1Jkp + fill; -

Upravo ova ¢injenica i motivise Gaus-Njutnov pravac - umesto postavl-
janja kvadratnog modela za f (x) iskoristimo aproksimaciju

r(x+p)=r(z)+ J(x)p

i odredjujemo korak p tako sto zamenjujemo linearno model funkcije r
u funckiji cilja f (z) = 0.5 |7 (z)|]3.
Ako u nekoj okolini nivo skupa

L={x:f(z) < f(x)}

vazi osobina uniformnog punog ranga matrice J (z) tj. ako postoji
konstanta v tako da je za sve x iz te okoline zadovoljeno

17 (=) 2lly = 7 lI2ll2
onda na osnovu Zoutendijkove teoreme imamo sledece tvrdjenje.

TEOREMA 21. Neka su sve rezidualne funcije r; Lipsic neprekidno
diferencijabilne u okolini nivo skupa i neka jakobijan J(x) ima uni-
formno pun rang. Tada za iteracije xp 1 = ) + ozkpgN, gde oy zado-
voljava Wolfove uslove, vazi

lim Jir), = 0.

k—o0
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Ako J (73) nem apun rang onda je matrica J J; singularna i prethodna
teorema viSe ne vazi .Brzina konvergencije zavisi od toga koliko je prvi
sabirak J”J dominantan u hesijanu. Kako je

ap+ppN — 2t = ayp -t — (Jgt]k)il V fi
= (Hh) " T (= a%) + V= V]
ako sa H (x) ozna¢imo drugi sabirak u hesijanu onda je

1
Vix—Vf. = /0JTJ(w*+t(xk—a:*))(a:k—a:*)dt

1
—I—/ H(z" +t(z) —x%)) (), — x¥) dt.
0
Majorizacijom dobijamo

ka +kaN -

UTJ@wy*H(ﬁﬂMuk—xw+oamk—xw%.

Dakle, kada je H (z*) = 0 onda je konvergencija kvadratna, a ako je
|7 @) (@)
prmﬂ*ﬂwﬂ

‘ < 1 onda postupka konvergira i brzina zavisi od

2.2. Levenberg-Marquardt metod. Specijalan slucaj trust re-
gion metoda gde je svaki potproblem dat sa kavdratnom funckijom

1
me(p) = = | Jep + 7”5 1Pl < Ay
2

TEOREMA 22. Neka je n € (0,1/4) u TR algoritmu i neka su
funkcije r; dva puta neprekidno diferencijabilne u okolini nivo skupa.
Neka je za svako k priblizno resanje TR problema py takvo da vazi
nejednakost

' Jyr
mi(0) — my(pr) > 1 ||JlgTTkH min (Ak’ |”|J;J]j‘|’)
k

za neku konstantu ¢ > 0. Tada je

hth:#nﬁm:O

k—oo

Neposredna posledica karakterizacije tacnog resenja TR potprob-
lema je sledeca teorema.

TEOREMA 23. Vektor p™™ je resenje problema

q@W@+TW, Ip| < A
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za neko A > 0 ako i samo ako postoji skalar A > 0 tako da je
(JTT + A)p™T = —J"r,
AA =) =o.

Problemi sa velikim rezidualom

Kod ovih problema se GN i LM obi¢no lose ponasaju u smislu spore
konvergencije - asimptotiska konvergencija je najces¢e linearna. Zbog
toga se primenjuju hibridni algoritmi - GN ili LM u kombinaciji sa
NJutnovim ili kvazi-Njutnovim metodom.



GLAVA 7

ReSavanje sistema nelinearnih jednacina

Problem resavanja sistema nelinearnih jednacina
r(z)=0

gde je r : R® — R" neprekidno diferencijabilna funkcija, je usko
povezan sa optimizacijom bez ogranicenja. Ovom problemu se na priro-
dan nacin pridruzuje funkcija cilja

F@) =5 lr @

Ako je sada broj promenljivih jednak broju jednacina ne trazi se z*
koje minimizira funkciju f u smislu najmanjeih kvadrata ve¢ minimum
za koji je f (z*) = 0.

Koristi¢emo oznaku J (z) = 1’ (z) za jakobijan preslikavanja r..

1. Lokalni algoritmi

Njutnov metod
Metod je zasnovan na linearnom modelu fukcije 7 i ima oblik

J(zx) g = —r (), Xpy1 = Tp + S
Ako je xg dovoljno blizu ta¢nog resenja x*, jakobijan u resenju J (z*)
regularan i ako je J (x) Lipsic neprekidno preslikavanje u okolini resenja

metod je kvadratno konvergentan. Mane metoda su potreba za izracunavanjem
jakobijana i reSavanjem sistema linearnih jednacina u svakoj iteraciji.

TEOREMA 4. Neka je r neprekidno diferencijabilno na otvorenom
konveksnom skupu D C R™ i neka je x* € D nedegenerativno resenje
sistema r(x) =0 a {xk} niz generisan Njutnovim postupkom. Kada
je xy dovolyno blizu x* onda je

lzx = 2% = ol — 27[]) .

Ako je r LipSic neprekidno diferencijabilno u okolini x* i xy, dovoljno
blizu * onda je

lzx = 2"l = O (llax — 27[]) -

31
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Netacéni Njutnov metod

Otklanja potrebu za ta¢nim resavanjem sistema linearnih jednacina
u svakoj iteraciji jer dozvoljava priblizno reSavanje uz kontrolu greske
datu nejednakoséu

7k + Jeprll < nellrell

za ny € [0,n]. Vazi sledeéa teorema o lokalnoj konvergenciji.

TEOREMA 5. Neka je r neprekidno diferencijabilno na otvorenom
konveksnom skupu D C R"™ i neka je x* nedegenerativno resenje sis-
tema r(x) = 0 a {xy} niz generisan netacnim Njutnovim metodom.
Ako je xp dovoljno blizu x* onda vaze sledeca tvrdjenja.

Ako je m dovolino malo ond aje konevregencija q-linearna.

Ako n, — 0 onda je konvergencija q-superlinearna.

Ako je i, = O (||rkl|) @ J je Lipsic neprekidno na D ond aje konver-
gencija kvadratna.

Brojdenov metod
Kvazi-Njutnov metod zasnovan na jednacini secice. Ako je
Ye =Tkt1 — Tk, Sk = Tk+1 — Tk
onda je jednacina secice
Bii15k = Yk
Brojdenova matrica se azurira na osnovu jednacine secice i principa

njamanje promene (least change secant update) i dobija se kao

— Bysp) st

Pravac pp pdredjujemo iz kvazi-Njutnove jednacine

Bypr = —1y.

Brojdeno metod je lokalno superlinarno konvergentan ako su pocetne
aproksimacije x¢ i By dobro izabrane - vazi teorema dve okoline.

TEOREMA 6. Neka vaZe uslovi teoreme o netacnom Njutnovom
metodu. Tada postoje pozitivne konstante € i ¢ tako da ako pocetna
aporksimacija xo 1 pocetna aproksimacija jakobijana By zadovoljavaju
uslove

lzo — 2™l <&, [[Bo—J (a7)] <6

niz {xy} generisan Brojdenovim postupkom konvergira superlinearno
ka z*.



2. GLOBALNI ALGORITMI. 33

2. Globalni algoritmi.

Za globalizaciju lokalnih metoda koristimo tehnike optimizacije bez

ogranicenja - linijsko pretrazivanje i trust region sa funkcijom cilja
1 2
fla)=glr@]"
Ako primenjujemo linijsko pretrazivanje onda py mora biti opadajuéi
pravac tj.
—pfvf k

—— > 0,
1Pl [V fll
a korak ay odredjujemo tako da se zadovoloje Wolfovi uslovi, zj1 =
T + .

Ako je J(x) neprekidno diferencijabilno u okolini D nivo skupa
onda vazi Zoutendijkova teorema.

Njutnov pravac je opadajuéi pravac ako je jakobijan regularan jer
vazi

cos b, =

VN = — (J,?rk)T Ji e <0,
ako je i # 0. Takodje je
/A S ) A S |
el IV £l ([T el [Tl = TN R (k)
Za primenu Zoutendijkove teoreme treba da obezbedimo

(14) cosby >4, 0€(0,1).

cos O =

Ako je pak jakobijan singularan onda posmatramo modifikovani Njut-
nov pravac

-1
pe=— (S Je+md) " Jlrw
gde 73 biramo tako da uslov (14) bude zadovoljen.
Ako je pr netac¢ni Njutnov pravac onda je

I+ Tpl* < i Irll*,
pa je
2p" T+ )+ | Tpl” < P ||
Sto implicira
pIVr =plJTr < [(772 — 1) /2} 7%
Takodje je
Il < |77+ ol + [l ll] < |77 (o + 1) 17

Ivrl = [l || < 1l -



34 7. RESAVANJE SISTEMA NELINEARNIH JEDNACINA

Kombinujué¢i ove nejednakosti dobijamo
T — 2 _
_p Vr > 1 17] > 1—n ’
Il Vel = 20T (T +m) — 2k (J)
te zakljucujemo da netacni pravac ne ugrozava globalnu konvergenciju.

Konvergencija Njutnovog ili modifikovanog Njutnovog metoda sa
linijskim pretrazivanjem (LSN) je data u sledecoj teoremi.

cos b, =

TEOREMA 7. Neka LSN algoritam daje niz {xy} koji konvergira
ka x* tako da je r(x*) = 0 i J(2*) je nesingularno. Neka postoji
otvorena okolina x* tako da su fukcije r; (z) dva puta diferencijabilne i
da su ||V?r; ()|, i =1,...,n ograniceni na D. Ako je jedinicni korak
ap = 1 prihvacéen svaki puta kada su zadovoljeni Wolfovi uslovi sa
c1 < 1/2 onda je konvergencija q-kvadaratna.

Analogno se prenose rezultati za trust region algoritam.

3. Homotopija

Glavni nedostatak Njutnovog metoda je uslov da Jakobijan bude
regularan na oblasti koja nas zanima da bi izbegli lokalne minimume
funkcije f. Metode produzenja (homotopije) u ”teskim” slucajevima
pokazuju bolj eosobine od Njutnovog metoda jer se eksplicitno zasni-
vaju na r (x) = 0. Postupka se sastoji odabiru pocetnog sistema koji
je lak za resavanje i postepenoj transformaciji ka originalnom sistemu
r (z) = 0. Resavanjem niza sistema od resenja pocetnog sistema stizemo
do resenja originalnog problema. Homotopija H (x, ) se definise kap

H(z,\)=Xr(z)+(1—-X)(z—a),

gde je A parametar a a € R" fiksni vektor. Kada je A = 0 pocetni
problem je oc¢igledno trivijalan H (z,0) = = — a, a za A\ = 1 dobi-
jamo H (z,1) = r(z). Postupak se sastoji u slede¢em. Postavimo
A = 0 i reSimo pocetni problem x = a. Zatim povec¢amo A i reSimo
naredni problem H (z, A) = 0 uzimajudi resenje prethodnog kao startnu
aproksimaciju. Konacna vrednost x koja odgovara A = 1 je reSenje orig-
inalnog problema. Ovaj pristup dobro funkcionise ako postoji jedin-
stveno resenje x sistema H (z, ) = 0 za svako A € [0,1]. Ovaj pristup
funkcionise ako trajektorija (nula-kriva) (z,\) na kojoj je H (z,A) =0
nema povratnih tacaka.

Neka je s nezavisna promenljiva koja meri duzinu luka na nula
krivoj i neka je z = z(s), A = A(s) uz uslov (z(0),A(0)) = (a,0).
Polazeé¢i od jednacine
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totalni diferencijal je

0 0 dz dA
15 —H (z,\) 2"+ —<H(x, )N =0 "ANy=|(—,—|.
15)  GoH N+ e X =0 @) = (F.F)
Vektor (z/,\) je tangentni vektor na nula krivu i nalazi se u nula
prostoru n x (n 4 1) matrice

(16) [ 2H (z,)) ZH(z)) .

Ako je rang te matrice n onda je nula prostor dimenzije 1 pa da bi
potpuno definisali tangentni vektor treba nam jos jedna jednacina

Il (&) + XN ()" =1, seR
Smer tangentnog vektora biramo tako da napredujemo duz nula krive.

TEOREMA 8. Neka je r dva puta diferencijabilna funkcija. Tada za
skoro sve vektore a € R"™ postoji nula-putanja iz (0,a) duz koje matrica
(16) ima pun rang. Ako je ta putanja ogranicena za A € [0,1) ond
apostoji tacka nagomilavanja (x*,1) tako da je r (z*) = 0. Ako je jos
jakobijan J (x*) regularan ond anula putanja od (a,0) do (z*,1) ima
konacnu duzinu luka.



