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Predgovor

U ovom radu prikaza¢emo kako se rezultati iz kombinatorne teorije grupa uspesno
transliraju na teoriju polugrupa, tacnije posmatracemo Reidemeister-Schreierov me-
tod koji predstavlja jednu od najznacajnih teorija kombinatorne teorije grupa i izlo-
zi¢emo kako se uz male modifikacije ovaj metod koristi za nalazenje prezentacije pot-
polugrupe i podgrupe date polugrupe definisane prezentacijom. Takode, prikaza¢emo
kako uz pomo¢ ovog metoda mozemo dobiti prezentaciju Schiitzenbergerove grupe
za proizvoljnu H-klasu date polugrupe.

U Glavi 1 smo uveli pojam slobodne grupe, polugrupe, monoida, kao i osnovna
tvrdenja koja su u vezi sa tim pojmovima. Takode, dali smo formalnu definiciju
prezentacije grupe, polugrupe, monoida, i to su ujedno i osnovni pojmovi koji nam
trebaju u ovom radu.

U Glavi 2 smo posmatrali problem trazenja prezentacije podgrupe proizvoljne
grupe definisane prezentacijom. Uveli smo pojam funkcije prepisivanja i dali opstu
teoremu koja nam daje prezentaciju podgrupe pomocu procesa prepisivanja. Za-
tim smo dobijenu prezentaciju uprostili pomocu takozvane Reidemeisterove funkcije
prepisivanja i na taj nac¢in dobili Reidemeisterovu teoremu o reprezentaciji podgrupe.
Dalje, definisali smo pojam Schreierovog koset reprezentacijskog sistema i uz pomo¢
njega prikazali jos jedno pojednostavljenje dato u vidu Reidemeister-Schreierove
teoreme o reprezentaciji podgrupe.

Cilj Glave 3 je uopstenje Reidemeister-Schreierovog metoda na potpolugrupe
i podgrupe proizvoljne polugrupe date prezentacijom. Analogno kao u Glavi 2,
poceli smo od opste teoreme koja nam daje prezentaciju polugrupe pomocu procesa
prepisivanja, a zatim prikazali pojednostavljenje te prezentacije koje je napravljeno
analognim metodama. Slican postupak smo primenili i za podgrupe polugrupa.

U Glavi 4 smo prikazali primenu Reidemeister-Schreierovog metoda na trazenje
prezentacije Schiitzenbergerove grupe za proizvoljnu H-klasu polugrupe definisane
prezentacijom. Takode, prikazali smo kako kao posledice rezultata Glave 3 mozemo
naci prezentaciju Schiitzenbergerove grupe H-klase koja sadrzi idempotent, odnosno
maksimalne podgrupe date polugrupe.

U Glavi 5 prikazujemo jedan primer na kom smo pokusali da demonstriramo
koliko je Reidemeister-Schreierov metod moc¢an metod za reSavanje problema koji
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se ticu trazenja prezentacije podstruktura.
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Glava 1

Osnovni pojmovi

U ovoj glavi upozna¢emo se sa osnovnim pojmovima i definicijama kao i nekim od
tvrdenja koje ¢emo koristiti u nastavku ovog rada.

1.1 Slobodne grupe, slobodne polugrupe

Definicija 1.1. Neka je X podskup (polu)grupe F. Tada kazemo da je F' slobodna
(polu)grupa nad X ako za proizvoljnu (polu)grupu G i proizvoljno preslikavanje
¢ : X — G postoji jedinstveni homomorfizam ¢* : F' — G koji prosiruje ¢.

U slede¢im tvrdenjima ¢emo navesti neke od najznacajnijih osobina slobodnih
grupa (polugrupa).

Teorema 1.2. Neka su Fy, Fy slobodne grupe (polugrupe, monoidi) nad X i Xs,
redom. Ako je | X1| = |X32| onda su grupe (polugrupe, monoidi) Fy i Fy izomorfne.

Dokaz. Neka su Fy, Fy slobodne grupe (polugrupe, monoidi) nad X; i X5 i neka je
| X1| = | X3|. Tada postoji bijekcija f: X7 — X,. Kako je X7 C F} 1 Xy C Fy, sledi
da su preslikavanjima f i f~! odredene funkcije ¢1 : X1 — Fyi ¢y : Xo — Fy, a posto
su F i Fy slobodne grupe (polugrupe, monoidi) nad X3, odnosno X5, ta preslikavanja
se mogu prosiriti do homomorfizama ¢j : £7 — F, 1 ¢5 : Fy — F. Dalje, imamo da
je restrikcija funkcije ¢j¢; na skupu X; u stvari funkcija f fo = idx,, tj. funkcija
o105« Fy — Fy je homomorfno prosirenje identi¢nog preslikavanja X; — Fi. Kako je
itdp, : Fy — Fy homomorfno prosirenje istog preslikavanja na osnovu jedinstvenosti
homomorfnih prosirenja kod slobodnih grupa dobijamo da je ¢;¢5 = idg,. Analogno,
dobijamo da je i ¢3¢ = idp,. Zakljucujemo da je ¢} izomorfizam, Sto je i trebalo
pokazati. O

Prethodna teorema nam daje jedinstvenost slobodne grupe (slobodne polugrupe,
slobodnog monoida) u zavisnosti od kardinalnosti njene baze, Sto nam daje za pravo

1



2 GLAVA 1. OSNOVNI POJMOVI

da kada govorimo o slobodnim grupama (polugrupama, monoidima) nad skupom X
u stvari govorimo o (do na izomorfizam) jednoj grupi (polugrupi, monoidu).

Primer 1.1. Slobodna polugrupa. Neka je X neki neprazan skup. Re¢ nad X
je svaki konacan niz elemenata iz X. Skup X se naziva azbuka, a njegovi elementi
slova. Ako re¢ w ima n slova, kazemo da je n duZina reéi w i pisemo |w| = n. Reé
koja nema nijedno slovo, tj. re¢ duzine 0, se naziva prazna rec, i oznacavamo je sa .
Skup svih reci nad nepraznim skupom X obelezavamo sa X*, a skup svih nepraznih
reci nad X sa X*. Operacija - na X* definisana za re¢i v = ay...a, iv =">0;...b,
sa:
U-V=ay1...a,b1...0p,

se naziva konkatenacija (dopisivanje) reci. Primetimo da je operacija konkatenacije
asocijativna, pa dobijamo da je (X, -) polugrupa, tj. (X*, -, \) monoid. Pokazimo
da je (X, ") slobodna polugrupa nad skupom X:

Neka je (S, *) proizvoljna polugrupa i ¢ : X — S proizvoljno preslikavanje.
Definisimo preslikavanje ¢ : X* — S na sledeéi na¢in: za proizvoljnu re¢ w € X+,
w = aj...a, neka je p(w) = p(ay...a,) = ¢(ay)...d(a,). Nije tesko videti da
je ¢ zaista homomorfno prosirenje preslikavanja ¢, sto nam daje da (XT,-) jeste
slobodna polugrupa nad X.

Kako nam Teorema 1.2. daje jedinstvenost, u buducée ¢emo pod slobodnom polu-
grupom nad skupom X podrazumevati slobodnu polugrupu rec¢i (X*,-). Sli¢no,
dobijamo i da je (X*,-,\) slobodan monoid koji éemo, takode zahvaljujuéi jedin-
stvenosti posmatrati kao predstavnika svih slobodnih monoida nad skupom X a
zvacemo ga slobodan monoid reci nad X. U

Primer 1.2. Slobodna grupa. Neka je X proizvoljan skup. Oznac¢imo sa X!
skup {z7!|x € X}, gde su 27! novi simboli. Za proizvoljnu re¢ w € (X U X 1)*
w = aj...a, definisemo re¢ w! = a,”'...a;7, gde je At =\ a;' = a;! ako
a; € X, 1 ai_l = a; ako a; € X~ '. Re¢ w~! nazivamo inverzan element elementa w.
Kao §to je u prethodnom primeru razmatrano, S = ((X U X 1)* .) je polugrupa,
dok je S* = ((X UX~H* -, \) monoid.

Elementarna transformacija reci w sastoji od dopisivanja ili brisanja dela oblika
aa™t, a € X*'. Kazemo da su reé¢i wy i wy ekvivalentne, u oznaci wy; ~ ws, ako
postoji konacan niz elementarnih transformacija kojim se re¢ w; svodi na re¢ ws.
Ovo je o¢igledno relacija ekvivalencije, §ta vise na monoidu S* zajedno sa funkcijom
L ova relacija je kongruencija. Naime, vazi : ako je u; ~ us i v1 ~ vy onda vazi
Uy ~ VU9 kao iu; Tt ~ uy ! Stoga moZemo posmatrati faktor algebru F' = St/ ~,
koja je ustvari grupa, i to bas slobodna grupa nad skupom [X], tj. skupom klasa
ekvivalencije, $to ¢emo i pokazati.

Re¢ w se naziva redukovana ako ne sadrzi podrec oblika aa™!, a € X*!. Pokazimo
da svaka klasa ekvivalencije sadrzi tacno jednu redukovanu re¢. Jasno je da sadrzi
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bar jednu jer sukcesivnim brisanjem svih podreéi oblika aa~! iz proizvoljne reci w

moramo na kraju sti¢i do redukovane reci. Dakle, preostaje nam da pokazemo da
nijedna klasa ne moze sadrzati vise od jedne redukovane reci, tj. da dve razlicite
redukovane rec¢i u i v ne mogu biti ekvivalentne. Pretpostavimo suprotno, neka su
reCi u i v ekvivalentne. Tada se u elementarnim transformacijama moze svesti na v.

Neka je u = wy, ..., w, = w niz gde je za svako i € {1,...,n — 1} re¢ w;;; dobijena
elementarnom transformacijom reci w;, takav da je N = > | |w;| minimalno. Kako
su re¢i u i v redukovane sledi da je |u] = |wy| < |we| kao 1 |w,—1| > |w,| = |v], pa

postoji neko ¢ takvo da je |w;| > |w;_1]|, |wiy1]. To praktiéno znaci da je w; nastala
od w;_; umetanjem podreéi oblika aa™!, dok je w;4; nastala od w; brisanjem podreci
oblika bb~!. U odnosu na polozaj podreci aa=! i bb~! u reéi w; razlikujemo 3 slucaja:
Slucéaj 1: aa™! i bb=! se poklapaju. Tada je u stvari w;_; = zy, w; = xaa 'y,
w1 = TY, pa je w;_1 = w1, Sto je u kontradikeiji sa minimalnoséu V.
Sluéaj 2: aa~! i bb=! se preklapaju, ali se ne poklapaju. Tada je, bez umanjenja
opstosti, w;_1 = way, w; = raa ‘ay, w1 = ray, pa je wi_; = Wiy, Sto nam daje
kontradikciju kao u slucaju 1.

Sluéaj 3: aa=! i bb~! se ne dodiruju. Tada imamo w;_; = xybb~ 'z, w; =

raa lybb~'z i w4 = vaa lyz, pa niz

Wiy ooy Wi—1, Wi, Wig1,-..,Wn
mozemo zameniti nizom

Wiy ooy Wiy Wy Wit gy - - oy Wy

gde je w = xyz. Medutim, onda je Z?:L#i |w;| + |@| = N — 4 sto je opet kon-
tradikcija sa minimalnoséu N.

Dakle, pokazali smo da svaka klasa ekvivalencije sadrzi jednu i samo jednu re-
dukovanu rec.

Pokazimo sada da vazi sledec¢e tvrdenje.

Teorema 1.3. Grupa F' definisana v Primeru 1.2. je slobodna grupa nad skupom
[X].

Dokaz. Neka je H proizvoljna grupa i neka je ¢ : {[z]|z € X} — H proizvoljno
preslikavanje. Pokazimo prvo da vazi [{[z]|xz € X}| = | X]|. Jasno, [{[z]|z € X}| <
|X|. Neka su sada 1,z razli¢iti elementi skupa X. Tada je i [x1] # [x2] jer su
x1 1 x9 redukovane rec¢i (posto su slova) a, kao sto smo ve¢ pokazali, svaka klasa
ekvivalencije sadrzi tacno jednu redukovanu re¢. Sledi da je |{[z]|z € X}| > |X]|
tj. [{[z]|z € X}| = |X|. Zbog toga, preslikavanje ¢ indukuje preslikavanje v :
X — H. Definisemo preslikavanje ¢* kao ekstenziju preslikavanja 1 na sledeci
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nacin: za w € (X UX )" w=a;"...a,", a; € X,¢; € {—1,1}, neka je ¢*(w) =
P (a1 .. a,™) = P(a) .. p(a,) ™. Kako je H grupa, ¢* preshkava ekvivalentne
reCi na iste elemente grupe H, pa ¢* indukuje preslikavanje ¢* : ' — H, koje je u
stvari homomorfno prosirenje preslikavanja ¢, sto je i trebalo pokazati. O

Grupu F' slobodnu za skup [X]| oznacavacemo sa Fx. Jedna od nama naj-
znacajnijih osobina slobodnih grupa je njena veza sa proizvoljnim grupama, a ta
veza je data u sledec¢oj teoremi.

Teorema 1.4. Neka je G proizvoljna grupa generisana skupom S. Tada postoji
skup X iste kardinalnosti kao skup S, takav da je G izomorfna faktor grupi slobodne
grupe Fx.

Dokaz. Neka je grupa G generisana skupom S, neka je X proizvoljna azbuka, takva
da je |S| = |X|. Tada postoje bijekcije iz S u X iiz X u [X], pa kako je S C G
preslikavanje ¢ : S — G, dato sa ¢(s) = s nam zajedno sa pomenutim bijekcijama
daje preslikavanje ¢ : [X] — G. Kako je Fx slobodna grupa sa bazom [X], pres-
likavanje ¢ se moze homomorfno prosmtl do preslikavanja (;5 Fx — G. Kako je
S generatorni skup grupe G sledi da je gb sirjektivno preslikavanje pa po teoremi o
homomorfizmu sledi da je G zaista izomorfna faktor grupi slobodne grupe Fx. O

Analogno, vazi odgovarajuca teorema za polugrupe (monoide), odnosno vazi
tvrdenje koje sledi.

Teorema 1.5. Neka je S proizvoljna polugrupa (monoid) generisana skupom Y .
Tada postoji skup X iste kardinalnosti kao skup Y, takav da je S izomorfna faktor
polugrupi (monoidu) slobodne polugrupe (slobodnog monoida) reci nad X .

1.2 Prezentacije

Definicija 1.6. Neka je X proizvoljna azbuka i R C Xt x X*. Uredeni par (X|R)
se naziva polugrupna prezentacija. Elementi skupa X se nazivaju generator:, dok
se elementi skupa R nazivaju relatori. Uredeni par (u,v) € R po dogovoru pisemo

u = v, a umesto
({x1, 2o, ... | {(ug,v1), (ug,v2),...})

pisemo (x1,xg,... |ug = v1, Uy = Vg, ...).

Ova definicija je ¢isto sintaksna, a ako u njoj zamenimo Xt sa X* dobijamo
definiciju monoidske prezentacije. Sledec¢a definicija nam daje i semantiku polu-
grupnih, tj. monoidskih prezentacija.

Definicija 1.7. Polugrupa S je definisana polugrupnom prezentacijom (X|R) ako
je S = At /p gde je p najmanja kongruencija koja sadrzi .
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Ako u prethodnoj definiciji re¢ polugrupa zamenimo re¢ju monoid, a A™ sa A*
dobijamo definiciju monoida definisanog monoidskom prezentacijom.

Definicija 1.8. Grupa G je definisana grupnom prezentacijom (X|R) ako je G =
Fx/p gde je p najmanja kongruencija koja sadrzi fR.

Kako u grupi umesto relatora u = v mozemo posmatrati relator uv=! = 1, jedan
od standardnih nac¢ina zadavanja prezentacije (X |R) je da se skup SR posmatra kao
skup re¢i uv!, a ne kao skup uredenih parova. Jasno, za tako definisano R grupu
definisanu prezentacijom (X|9R) mozemo posmatrati i kao grupu izomorfnu grupi
Fx/Nx gde je Ny najmanja normalna podgrupa koja sadrzi R, tj. Nix je normalno
zatvorenje od R.

Takode, grupu mozemo posmatrati i preko monoidske prezentacije. Naime, grupa
generisana grupnom prezentacijom (X|9R) izomorfna je monoidu datom monoid-
skom prezentacijom (X UX ' RU{zz =1,z 'z =1:2€ X})

U buduce ¢emo umesto sintagme ”polugrupa(monoid, grupa) S je definisana
polugrupnom (monoidskom, grupnom) prezentacijom (X|R)”, koristiti sintagmu
"polugrupa (monoid, grupa) S je definisana prezentacijom (X|MR)”. Takode, kako
su elementi posmatrnih algebarskih struktura u bijekciji sa elementima (tj. re¢ima)
odgovarajucih faktor algebri uobicajeno je da se elementi struktura posmatraju kao
odgovarajuce reci. Da ne bi doslo do zabune, za reci wy, w, € X ukoliko su identicki
jednake pisa¢emo w; = w,, a ako one predstavljaju isti element polgrupe(monoida) S
tj. grupe G pisemo w; = wy. Tako, na primer ako je polugrupa definisana prezentaci-
jom {a, bl ab = ba) onda je aba = a®b, ali je aba % a®b.

Definicija 1.9. Neka je (X |R) proizvoljna polugrupna (monoidska, grupna) prezen-
tacija, i wy, we € X (X*, (X UX1)*) proizvoljne reci. Kazemo da je wy dobijena
od w; direktnom primene relacije iz R ako postoje o, 5 € X*, 1 (u,v) € R takvi da je
wi; = auf i wy = avfP. Ukoliko postoji konacan niz wy = aq, s ..., q, = ws takav
da je «; dobijena od «;_; direktnom primenom relacije iz R, za sve i € {2,...,n},
onda kazemo da je relator w; = wy posledica od $R.

Tada vazi sledec¢a teorema.

Teorema 1.10. Naka je S polugrupa generisana skupom X i neka je R C X x X,
Tada je S definisana prezentacijom (X |R) ako i samo ako su ispunjena sledeéa dva
uslova:

(1) u=v vazi u S za sve (u,v) € R,

(2) ako suu,v € Xt proizvoljne reci takve da uw =v u S onda je u = v posledica

od R.
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Ova teorema vazi i za monoide i za grupe ukoliko simbol X svuda zamenimo
sa X*, odnosno sa (X U X~ 1)*.

Kao sto smo ve¢ napomenuli prezentacija je Cisto sintaksni pojam, a ¢esto nam je
i zgodno manipulisati prezanticajama ne upli¢uéi se u semantiku polugrupe (grupe,
monoida) koja je tom prezentacijom definisana.

Definicija 1.11. Prezentacija (X |R) je konacno generisana ako je X konacan skup,
a konacno relatorna ako je skup R konacan. Ukoliko su i X i SR konacni skupovi
kazemo da je (X|R) konacno prezentirana.

Ukoliko je (X|fR) konacno prezentirana postoji metod koji nam omogucava da
prezentaciju (X|R) za polugrupu (grupu, monoid) G prevedemo na prezentaciju
(X*|R*) koja takode definise G. To nam omogucavaju takozvane Tietzeove trans-
formacije.

Definicija 1.12. Neka je (X|fR) proizvoljna prezentacija. Sledece transformacije
nazivamo Tietzeovim:

(T1) dodavanje uredenog para (u,v) skupu relatora ukoliko je u = v posledica od
R,

(T2) brisanje uredenog para (u,v) iz skupa relatora ako je u = v posledica od

R\ {(w, )},

(T3) dodavanje novog simbola a € X generatornom skupu X i novog relatora (a, w)
skupu R, gde je w proizvoljna rec iz X,

(T4) ukoliko skup R sadrzi relator oblika (a,w), gde je a € X, aw € (X \ {a})7,
onda brisanje slova a, relatora (a,w) i zamenjivanje svih preostalih pojavlji-
vanja slova a sa rec¢ju w.

Tietzeove transformacije smo dali u terminologiji polugrupa iz razloga sto su
polugrupe najopstija struktura koju u ovom radu posmatramo, a ukoliko u (T3)
umesto X T napisemo X*, odnosno (XUX1)* iu (T4) umesto (X \{a})" napisemo
(X \ {a})*, tj. (X \{a})U (X \ {a})™1))*, dobijamo Tietzeove transformacije za
monoide, odnosno grupe. Sta vise, ove transformacije su originalno i formulisane za
grupe. Sledec¢a teorema opravdava postojanje i daje svrhu Tietzeovim transforma-
cijama.

Teorema 1.13. Dve konacne prezentacije definisu iste polugrupe (monoide, grupe)
ako © samo ako je moguce svesti jednu na drugu konacnom primenom Tietzeovih
transformacija.

Uslov konaé¢nosti nije neophodan u direktnoj implikaciji gornje teoreme.
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Teorema 1.14. Neka je S polugrupa definisana prezentacijom (X|R) i neka je
(X*|R*) prezentacija dobijena od prezentacije (X|R) Tietzeovim transformaci-

jama. Tada je polugrupa S definisana prezentacijom (X*|9R*)



Glava 2

Reidemeister-Schreierov metod

U ovoj glavi posmatramo problem nalazenja prezentacije podgrupe date grupe t;j.
posmatracemo sledeée: ako je data grupa G svojom prezentacijom (X|R) i proi-
zvoljan skup Y C (X U X~ ')*, nadi prezentaciju podgrupe H generisane skupom
Y.

2.1 Prezentacija podgrupe pomoc¢u procesa pre-
pisivanja

Posmatrajmo grupu G datu prezentacijom (X|fR) i njenu podgrupu H generisanu
skupom Y = {y;|y; € A*,i € I}, gde je A = X U X!, Kako su generatori skupa
Y redi mi ¢emo posmatrati novu azbuku B = {b;|i € I} koja je u bijekciji sa
skupom Y i na taj nacin umesto reci iz generatornog skupa Y posmatra¢emo slova
iz skupa B. Rec b;, - - - b;, iz B* reprezentuje element y;, - --y;, iz H. Formalno, ako
je ¢1 bijekcija izmedu skupova B 1Y i ¢1(b;) = y; onda definiSemo preslikavanje
¢ : B* — A* na sledeéi nacin:

¢(bi1 o 'bin) = ¢1(bz’1) e '¢1(bin) =Yy Yy

Preslikavanje ¢, koje je ocigledno i homomorfizam, nazivacemo reprezentacijska
funkcija.

Dalje, cilj nam je da svaku re¢ iz A* koja predstavlja element podgrupe H (u
oznaci (A*)|y) " prepravimo” do odgovarajuce reci iz B*, pa ¢emo definisati jos jednu
funkciju, koja ¢e nam to i omoguditi.

Definicija 2.1. Neka je 7 : (A*)|g — B* preslikavanje koje zadovoljava
o(t(w)) =wu G, zasve w € (A")|g.

Funkciju 7 nazivamo funkcija prepisivanja (engl. rewriting function) ili proces prepi-
swanga (engl. rewriting process).
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Proces prepisivanja nije obavezno jedinstven, niti je obavezno homomorfizam a
nije ni dat konstruktivno, za razliku od reprezentacijske funkcije. Ipak, aksioma
izbora nam garantuje postojanje procesa prepisivanja, Sto nam je u ovom trenutku
dovoljno. Takode, funkciju 7 mozemo izabrati tako da vazi 7(\) = \.

Motivacija za posmatranje procesa prepisivanja prilikom resavanja problema
trazenja prezentacije proizvoljne podgrupe grupe G, lezi u slede¢oj teoremi.

Teorema 2.2. Neka je G grupa definisana prezentacijom (X|R), i neka je H njena
podgrupa generisana skupom Y = {y;|i € I} C A*. Neka je B = {b;|i € I}
nova azbuka, a ¢ @ T reprezentacijska funkcija, odnosno funkcija prepisivanja. Tada
je grupa H definisana prezentacijom (B|Rp), gde su elementi skupa Ry sledece
relacije:

(R1) by = 7(y;), 2za svei € I;

(R2) 7(u) = 7(v), za sve u,v € (A*)|y takve da je u=1v u Fx;
(R3) 7(wv) = 7(u)7(v), za sve u,v € (A*)|g;

(R4) T(wRw™) =\, za sve R € R i sve w € A*.

Dokaz. Za dokaz ove teoreme dovoljno nam je da pokazemo da relacije ¢(u) = ¢(v)
vaze u grupi G ako je u = v relator oblika (R1) — (R4) i da je proizvoljna re¢ w € B*
takva da je ¢(w) = 1 u H, u stvari posledica od .

Pokazimo prvo da su relacije (R1)—(R4) zaista relatori. Na osnovu definicije
funkcije prepisivanja 7 i osobine da je ¢ homomorfizam dobijamo:

(R1): ¢(bi) = o(7(11)),

(R2): ¢(7(u)) = u = v = o(7(v)),

(R3): ¢(7(wv)) = uv = ¢(7(u)¢(7(v)) = ¢(7(u)7(v)),
(R4): ¢(t(wRw™)) =wRw™ ' =1udG.

Neka je sada r = b ---bi", b; € B, ¢ € {—1,1} proizvoljni relator. Pokazimo
da se r moze redukovati do prazne reci pomocu relatora (R1)—(R4). Ako u relaciji
(R3) zamenimo re¢ v sa ™! i iskoristimo (R2) dobijamo 7(u)7(u™!) = A, odnosno
7(u™') = 7(u)”". Iz toga, primenom relacije (R3) dobijamo da vazi:

Tyt -t = ()7 ()™

gde u; € A*, a¢ € {—1,1}, zasvei € {1,...,k}. Na osnovu prethodnog i relacije
(R1) imamo da je:

r— T(yil)ﬂ .. T(yin)en _ 7_(?/1611 .. y::;)
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Kako je r relator, tj. ¢(r) = 1 u H i kako je po definiciji ¢(7(w)) = w u G, imamo
da je
L=0(r) =y -y wG, tj. yi} -~y € Noy,

pa postoje relatori Ry,..., R; € R1ireti wy,...,w; iz G takvi da je:
vir -y = (i Rywy )™ - (w R ™,

gde je n; € {—1,1}.
Dalje, vazi:

r=7(yi oyin) = T((wiRiwy )™ (w R ™),

tj.
r= T(wllefl)’“ . -T(wZlel_l)m,

pa na osnovu relacije (R4) sledi da se r svodi na praznu reé, sto je i trebalo pokazati.
]

Najveci nedostatak prezentacije dobijene iz prethodne teoreme, osim toga Sto je
prilicno glomazna je i to §to ni proces proces prepisivanja, ni (A*)|y nisu efektivno
konstruisani. Pametnim izborom generatornog skupa B i procesa prepisivanja ova
prezentacija se moze uprostiti. U slede¢em poglavlju ¢emo pokazati kakav su to
"pametan izbor” napravili Reidemeister i Schreier i na koji na¢in su oni uprostili
ovu prezentaciju.

2.2 R-S proces prepisivanja i prezentacija pod-
grupe proizvoljne grupe

Neka je grupa G data svojom prezentacijom (X|R) i neka je H njena podgrupa

generisana skupom Y = {y;|i € I} C A*. Teorema 2.2. nam daje prezentaciju

podgrupe H, koja se kao sto smo veé¢ i napomenuli moze uprostiti. Jedan od nacina
je uz pomo¢ takozvane desne koset reprezentacijske funkcije ¢ija definicija sledi.

Definicija 2.3. Funkcija d : A* — A* se naziva desna koset reprezentacijska funkcija
za G po H ako proizvoljnu re¢ w slika u 6(w) = w, pri cemu je w predstavnik desnog
koseta Hw, a rec¢i w formiraju desni koset reprezentacijski sistem za G po H koji
sadrzi praznu rec.

Naves¢emo neke od ociglednih osobina desne koset reprezentacijske funkcije:

(1) w = X akko w definise element iz H,

(2)

8l
Il
B
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(3) uv = uw.

Uz pomo¢ ove funkcije konstruisa¢emo Reidemeisterov sistem prepisivanja. Neka
je ¢ desna koset reprezentacijska funkcija, i neka je T' desni koset reprezentacijski
sistem za G po H. Elemente ve¢ pominjanog generatornog skupa B umesto sa b;
oznacicemo sa s; 5, a sam generatorni skup oznaci¢emo sa S. Funkciju ¢ koja nam
prevodi generatore skupa S na reci grupe H definiSemo na sledeci nacin:

P(st.0) = tz(tz)™", gdesut € T i x € X proizvoljni.
Pokazimo da je skup S zaista generatorni skup podgrupe H.

Teorema 2.4. Neka je grupa G data svojom prezentacijom (X|R) i H njena pod-
grupa. Neka je & desna koset reprezentacijska funkcija za G po H, i T desni koset
reprezentacijski sistem za G po H. Tada je skup

S={si|teT,xe X}
generatorni skup podgrupe H.

Dokaz. Neka sut € T i x € X proizvoljni. Elementi tz i tx reprezentuju isti koset
pa element tx(fz)~" pripada H tj. ¢(s;.) € H.

Pokazimo sada da se proizvoljan element podgrupe H moze predstaviti kao
proizvod elemenata ¢(s; ), gde s, € S, i njihovih inverza. Prvo, primetimo sledece.
Neka je s;, € S proizvoljan. Oznacimo sa p element skupa 7' takav da je p = tr—T.
Tada je:

Lp(tz—to)™ ! = ta—

H(sp.0) = pr(pT) " = ta~ Tp(tr—r) ™ = toTa(f) ™ =

ot = (@) ) = 0{(sea 1)),
tj.
Sta-1 = (Spa) (%)
Na osnovu (*) sledi da ako pokazemo da skup {s;.|t € T,z € X*'} generise
grupu H automatski dobijamo i da je {s;.|t € T,z € X} generatorni skup.
Neka je w = x; ... 2, v; € X*! proizvoljni element iz H. Neka je dalje t; = ),
atiyy = tix; zasvei € {1,...n}. Tada je:

w = tlxl R tlxl(tlxl)*l(tlxl)(xg e J/’n> =

- ¢<St17$1)t ( n) = ¢(5t1,$1>t2x2(x3 - l‘n) =
= O(St1,01 ) t22(l2w2) ™ 1(752952)( - Tn) = O(St1,01)(St0,2,) (P22) (25 - .. ) =
= ¢(8t1,$1) (StQ,xz)t3( ) == ¢<St17xl)¢(st27$2) cee ¢($tmxn)tn+l'
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Polazimo sada da je t,,.1 = A. Imamo da je

to = thx1 = Ty,
t3 = taxo = T1x2 = T1T2,

pa ako ovaj postupak produzimo dobijamo da je
tn+1 =T1...Tp :E,

a kako je w € H sledi da je predstavnik njegovog koseta u stvari A, odnosno ¢,,,1 = A.
Dobili smo da je

w = ¢(5t1,z1)¢(8t2@2> s gb(stn@n)’

pa posto je w proizvoljan element, sledi da se svaka re¢ iz H moze dobiti kao proizvod
elemnata iz {s;.|t € T,z € X*}, paiiz {si.|t € T,x € X}, ¢ime je dokaz
kompletiran. O

Posledica 2.5. Ako je grupa G konacno generisana i H njena podgrupa konacnog
indeksa onda je H konacno generisana.

Dokaz. Neka je grupa G generisana skupom X i neka je |X| = n, gde n € N.
Neka je H njena proizvoljna podgrupa takva da je [G : H] = m, m € N. Tada je
|S| = [{stz|t € T,z € X}| = nm a kako je po prethodnoj teoremi B generatorni
skup grupe H sledi da je H kona¢no generisana. O

Definisimo sada proces prepisivanja 7.

Definicija 2.6. Neka je u = uy - --u, € (A*)|y, 1 neka je 7 : (A*)|g — S* funkcija
definisana sa:
T(“) = Styu1 """ Stp,un

gde je
ti=M\ ti=t_17_1, zasvei € {2,...,n}.

Funkciju 7 nazivamo Reidemeisterov proces prepisivanja.

Kurt Reidemeister (1893-1971) u svom originalnom radu, naravno, nije ko-
ristio procese prepisivanja, medutim kako mi susStinski koristimo njegove ideje i
danasnju terminologiju, funkciju prepisivanja 7 ¢emo nazvati po njegovom imenu.
Naravno, moramo opravdati i termin ”prepisivanje” u nazivu funkcije 7, odnosno
treba pokazati da vazi ¢(7(uq -+ - u,)) = uy - - - u,. Na osnovu definicija preslikavanja
7 1 homomorfizma ¢ dobijamo:

¢(T(U1 T un)) = ¢(St1,u1 T Stmun) = ¢($t17u1) T ¢($tn7un)'
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Kako smo u dokazu Teoreme 2.4. pokazali da je:

¢(St17u1) o ¢(Stn,un) = Uy Unp,

sledi da je
o(1(u) = u,

tj. 7 jeste funkcija prepisivanja.

Lema 2.7. Neka je G grupa data prezentacijom (X |R) i neka je H njena podgrupa.
Ako je T Reidemeisterov proces prepisivanja za H, onda vazi:

(1) ako su u,v € (A)|g takve da je u=v u Fx onda je T(u) = 7(v) u Fg,
(2) ako suwu,v € (A*)|g onda je T(uv) = 7(u)7(v) u Fs.

Dokaz. (1) Neka su u,v € (A*)|g takve da je u = v u Fyx. Neka je u = prr~lq a
v = pq. Tada je:

T(U) = T(px$_1Q) = P1St,2Stz,2-1D2,

gde je t = p. Na osnovu () iz dokaza Teoreme 2.4, imamo da je sz -1 = (s¢,) 7",
pa je:
7(u) = pip2 = 7(pg) = 7(v).

(2) Neka su u,v € (A*)|g. Jasno, 7(uv) = 7(u)q. Kako u € (X*)|g sledi da
je uw = w, za proizvoljnu re¢ w € (Xil) , pa je zbog toga ¢ = 7(v), odnosno
v)

7(u E()()U]:S- O

Sledec¢a teorema nam daje pojednostavljenu prezentaciju podgrupe H grupe G
koja potice od Reidemeistera. Reidemeister je bio svestran matematicar, ali pre
svega topolog i geometar. Kako se generalno kombinatorna teorija grupa i pocela
razvijati zbog potreba algebarske topologije, tako je i Reidemeister dao svoj dopri-
nos, verovatno ni ne slute¢i da ¢e njegova teorema postati jedna od najpoznatijih
teorema kombinatorne teorije grupa. Naime, njega je zanimala prezentacija pod-
grupe jedne specijalne grupe iz algebarske topologije, medutim pripremajuéi svoje
rezultate za objavljivanje, on se pod uticajem tadasnjih trendova u matematici, tru-
dio da svoja dostignuca izlozi sto je apstraktnije i formalnije moguée. Taj put mu
je otvorio mnogo veca vrata od onih na koje je kucao. Naime, pronasao je metod
kojim se nalazi prezentacija proizvoljne normalne podgrupe, ako je data konacno
prezentirana grupa G. Ispostavlja se da uslovi normalnosti podgrupe i konacne
prezentabilnosti nisu neophodni koriste¢i ideju njegovog metoda, pa ¢emo njegovu
teoremu izloziti i dokazati bez tih uslova.



14 GLAVA 2. REIDEMEISTER-SCHREIEROV METOD

Teorema 2.8 (Reidemeister, 1926). Neka je G proizvoljna grupa data prezentacijom
(X|R), H njena podgupa, a T Reidemeisterov proces prepisivanja za H. Ako je T
desni koset reprezentacijski sistem, a S = {s;.|t € T,z € X}, onda je H definisana
prezentacijom (S |Ry), gde je

Ry ={ s1o =7(tz(tz)™), TRt =X: t€ T,z € X,R€ R}

Dokaz. Teorema 2.4. nam daje da je skup S generatorni skup grupe H, ostaje
nam da pokazemo da su relacije skupa Ry definisuce relacije. Dovoljno je pokazati
da relacije ¢(u) = ¢(v) vaze u grupi G gde je u = v relator skupa Ry i da se
relacije (R1)—(R4) mogu izvesti iz relatora skupa Ry, jer se onda pomoc¢u Tietzeovih
transformacija mozemo osloboditi skupa relatora SRy, pa na osnovu Teoreme 2.2.
dobijamo dokaz ove teoreme.

Pokazimo prvo da relacije ¢(u) = ¢(v) zaista vaze u grupi G gde je u = v relator
skupa Rp. Kako je relator s, = 7(tx(tz)™!) u stvari identican relatoru (R1) sledi
da ¢(s,) = ¢(7(tz(txr)™)) vazi u G. Posmatrajmo sada relator 7(tRt™') = ), gde
t € T,R € R i pokazimo da ¢(7(tRt™')) = ¢(\) = 1 vazi u G. Kako je

H(r(tRt™Y)) =tRt ' =1 ud,

tvrdenje vazi.

Preostaje nam da pokazemo da se relacije (R1)—(R4) mogu izvesti iz relatora
skupa Ry.

(R1): Treba pokazati se relacija s;, = 7(tz(tx)”
iz Ry, Sto vazi jer je ona sama element skupa Rpy.

(R2), (R3): Ove relacije vaze na osnovu osobina Reidemeisterovog procesa prepi-
sivanja, Sto je i pokazano u Lemi 2.7.

(R4): Neka su R € R i w € A* proizvoljni. Pokazimo da se T(wRw™) = A
moze izvesti pomocu relacija iz Ry. Primetimo da re¢ w mozemo zapisati kao
w = ww 'w, i da pri tome re¢ h = ww~ ' pripada skupu (A*)|z. Tada je:

! moze izvesti pomocu relacija

T(wRw™') =7(h-wRw ' -h™"),
a posto vaze (R2) i (R3) dalje je:
T(wRw™ ') = 7(h)r(@Rw 7r(h™') = 7(h)r(@Rw ")7(h)™' = A,
Sto je i trebalo pokazati. O]

Posledica 2.9. Ako je G konacno prezentirana grupa i H njena podgrupa konacnog
indeksa onda je © H konacno prezentirana.

Dokaz. Direktna posledica Teoreme 2.8. O
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Kako bismo jos vise pojednostavili prezentaciju podrupe H prikaza¢emo Schreier-
ovu modifikaciju Teoreme 2.8. (Reidemeisterove teoreme). Otto Schreier (1901
1929), takode jedan svestran matematicar, posecivao je Reidemeisterova predavanja
iz analiticke geometrije i topologije i bio upoznat sa njegovim radom. Schreier, iako
je takode koristio geometrijske ideje i metode tezio je algebraizaciji, tj. interesovala
ga je teorija grupa sama po sebi, sa i bez primene geometrije i topologije. Upravo
Schreier je uopstio Reidemeisterovu teoremu, izbacivsi uslove normalnosti i konaéne
prezentiranosti. Dalje, primetio je da se skup relatora jos vise moze uprostiti ukoliko
se posmatra specijalan sistem reprezenata. Dajemo definiciju tog sistema.

Definicija 2.10. Neka je 6 desna koset reprezentacijska funkcija, i T" desni koset
reprezentacijski sistem za G po H. Ako za svaku re¢ w € T vazi da je svaki njen ini-
cijalni segment, tj. prefiks, ponovo u T onda T nazivamo Schreierov reprezentacijski
sistem za G po H.

Lema 2.11. Neka je G proizvoljna grupa data prezentacijom (X|R) i neka je H
njena podgrupa. Tada postoji Schreierov reprezentacijski sistem za G po H.

Dokaz. Nekaje Hg = {hg| h € H} proizvoljan desni koset i neka je w € Hg najkraca
reC tog koseta. Pod duzinom koseta Hg podrazumevamo duzinu re¢i w. Schreierov
sistem ¢emo definisati induktivno koriste¢i duzinu koseta.

Za reprezenta koseta H biramo praznu re¢ \. Sto se ti¢e koseta duzine jedan za
reprezenta uzimamo bilo koju re¢ duzine jedan (tj. slovo) koja mu pripada. Neka
je Ay proizvoljan koset duzine 2 i neka je ajay € Ay, gde a,ay € X', Kako je
@1as = aias sledi da je @jas € A, i pri tome kako je duzina od a; najvise 1, imamo
da je duzina od @jas najvise dva. Stoga za reprezenta koseta A mozemo uzeti
a1as. Pretpostavimo sada da smo odabrali reprezente za sve kosete duzine manje
od n i neka je A, proizvoljan koset duzine n. Tada postoji re¢ duzine n u A,, tj.
postoji ay - - - a, € A,, gde je a; € XT!. Za reprezenta koseta A, uzimamo element
ay - - ap_1a,, Sto je dobar izbor na osnovu istih argumenata koje smo koristili kod
biranja predstavnika koseta As.

Na osnovu same konstrukcije, prilikom brisanja poslednjeg slova proizvoljnog
reprezenta dobijamo nekog drugog predstavnika, Sto nam daje da je ovo zaista
Schreierov sistem reprezenata za G po H. O

Ukoliko prilikom konstrukcije Reidemeisterovog procesa prepisivanja koristimo
Schreierov sistem reprezenata dobijamo Reidemeister-Schreierov proces prepisivanja
(skra¢eno R-S proces prepisivanja) koji ée nam kao Sto je veé najavljeno jos vise
uprostiti prezentaciju podgrupe H.

Teorema 2.12 (Schreier). Neka je G proizvoljna grupa data prezentacijom (X|R),
i neka je H njena podgrupa. Ako je S = {s;, : t € T,x € X}, 7 R-S proces
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prepisivanja, aT" Schreierov sistem reprezenata, onda je H definisana prezentacijom:
(S | {sma, TRt )12 € X, t € T,m € T, R € R}), (%)
gde sum €T 1 x € X takvi da vazi:
mr=mzx u Fx.

Dokaz. Posto nam Reidemeisterova teorema o prezentaciji, odnosno Teorema 2.8.
daje prezentaciju podgrupe H dovoljno je pokazati da relacije ¢(Sp ) =11
d(T(tRt™')) =1 (gdesut € T i R € R proizvoljni, am € T i x € X takvi da vazi
max = mz u Fx) zaista vaze u G i da se iz ovog skupa relatora kao posledice mogu
dobiti relatori skupa Ry iz prezentacije navedene u Raidemeisterovoj teoremi. Kako
je relator 7(tRt™!), t € T, R € R takode i element skupa Ry sledi da ¢(7(tRt™1)) =
1 vazi u G kao i da je 7(tRt™') € Ry posledica skupa relatora prezentacije ().
Ostaje nam da pokazemo da ¢(s,,,) = 1 vazi u G, gde je mz = mz u Fy.

Neka je mz = mz u Fyx. Kako je tada mx(mz)™' = X\ u Fx, na osnovu
Leme 2.7. imamo da je 7(mz(mz)™') = 7(\) = A u Fs. Dakle, kako relacija
H(Sme) = O(T(ma(mz)™1)) vazi u G jer je s,,, = T(mz(mz)™") u stvari relator iz
Ry, imamo da je:

Hsma) = S(r(ma(mz) 1)) = 1,

pa relacija ¢(s;,,) = 1 vazi u G.

Treba jos pokazati da je za proizvoljno ¢t € T, z € X relator s;, = 7(tx(tz)™!)
posledica od skupa relatora prezentacije (x). Neka je ¢t € T proizvoljno, t = a; - - - a,,
gde je a; € X, zasvei € {1,...,n}. Kako je T" Schreierov reprezentacijski sistem
sledi da je a1---a € T za sve k € {1,...,n}. Oznac¢imo sa ¢ = a;---ag. Na
osnovu definicije preslikavanja 7 imamo:

T(te(tr)™) = 1(ay - - apr(tr) ™) =

= S1,a15a1,025a1az,a3 " * " Sar+an,x Sz, (fr) -1 =
= S1,a1 5t} ,a25th,a3 " * * St,a Stz (fx) 1

Dalje, koristimo to da su s,, , = A relatori ako je max = mz u Fx. Kako je
!/ /
lpry1 = Q1 - QpQpe1 =ty q

imamo da je
/ /
1.0k 1 = TpQpot,

pa je

St anp = A zasvako k€ {l,...,n}.
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Takode Aa; = a; € T'i tz(tr)™ =X =t € T pajeonda s;, =\, odnosno
857(5)_1 =\
Dakle, imamo da je:
T(tz(tr)™') = st

Sto je i trebalo pokazati. O

Osim pojednostavljenja prezentacije Schreier je ovaj metod primenio na slobodne
grupe i dobio sledece:
Posledica 2.13 (Nielsen-Schreier). Svaka podgrupa slobodne grupe je slobodna.

Dokaz. Neka je G slobodna grupa definisana prezentacijom (X|9R) i neka je H njena
podgrupa. Kako je G slobodna njen skup relatora je prazan tj. R = (). Na osnovu
Teoreme 2.12. sledi da je H definisana prezentacijom:

(S [{8mez 7 € X}),
gde je m € T takvo da za sve x € X vazi:
mr=mzx u Fx.
Koristec¢i Tietzeove transformacije dobijamo da je prezentacija od H u stvari:
{sa : 7 € X} 0),
gde je t € T takvo da za sve x € X vazi:
tr #tr u Fy.
Sledi, H je slobodna. O
Primetimo da u prethodnoj posledici ne samo da smo pokazali da je svaka pod-
grupa slobodne grupe takode slobodna, nego smo i dobili skup slobodnih generatora.
Naime, kao Sto se ve¢ vidi u samom dokazu skup slobodnih generatora ¢ine oni s;
koji su takvi da rec¢ tx nije slobodno jednaka svom koset predstavniku. Ono s§to je
interesantno je da je danski matematicar Jakob Nielsen (1890-1959) dokazao isto
tvrdenje na kompletno drugaciji nacin, a dobio iste slobodne generatore koje je i

Schreier dobio. Osim toga, Schreier je pokazao i da je broj tih generatora jedin-
stveno odreden na osnovu indeksa podgrupe u slobodnoj grupi.

Teorema 2.14 (Schreier). Neka je Fx, gde je X = {x1,...,x,} slobodna grupa i
neka je H njena podgrupa takva da je |G : H) = k. Ako sun i k konaéni onda je H
slobodna sa

k(n—1)+1

generatora.



Glava 3

Uopstenje R-S metoda za
polugrupe

3.1 Prezentacija potpolugrupe proizvoljne polu-
grupe

U ovom poglavlju razvijamo ideju procesa prepisavanja za polugrupe i dajemo opstu
teoremu o prezentaciji potpolugrupe date polugrupe koja je data svojom prezentaci-
jom. Ta teorema bic¢e analogna Teoremi 2.2, i kao §to je slucaj sa grupnom verzijom
i ova polugrupna ¢e imati iste nedostatke. Naime, prezentacija ¢e biti beskonacna,
funkcija prepisivanja nece biti data konstruktivno, medutim, kao i kod grupa, ova
teorema ¢e nam dati recept na koji nac¢in uopste mozemo doc¢i do prezentacije pot-
polugrupe date polugrupe.

Neka je S polugrupa definisana prezentacijom (X|fR), i neka je T njena pot-
polugrupa generisana skupom Y = {y;|i € I} C X*. Na$ zadatak je da nademo
prezentaciju polugrupe 7.

Kako su generatori skupa Y re¢i mi ¢emo, analogno kao kod grupa, posmatrati
novu azbuku B = {b;|i € I} koja je u bijekciji sa skupom Y i na taj nacin umesto
re¢i iz generatornog skupa Y posmatrati slova iz skupa B. Re¢ by ---b;, iz BT
reprezentuje element y;, ---vy; iz H i kao kod grupa postoji homomorfizam ¢ :
BT — X7, koji je odreden na osnovu bijekcija izmedu skupova B i Y takav da je

P(biy - bi,) = d(biy) - D (bi,) = Yiy -+ Y-

Preslikavanje ¢ nazivac¢emo reprezentacijska funkcija.

Dalje, cilj nam je da svaku re¢ iz X ™ koja predstavlja element potpolugrupe T' (u
oznaci (X1)|r) ”prepravimo” do odgovarajuce reci iz BT, §to ¢emo uciniti pomocu
procesa prepisivanja, odnosno funkeije 7 : (X1)|r — BT koje zadovoljava

d(t(w)) =wu S, zasvew e (XT)|r.

18
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Ni kod polugrupa, proces prepisivanja nije dat konstruktivno, nije obavezno
jedinstven, a ni homomorfizam, ali §to nam je najbitnije, funkcija prepisivanja pos-
toji.

Sledi formulacija najavljene teoreme, takozvane opsSte teoreme o prezentaciji
pomocu procesa prepisivanja, analogne Teoremi 2.2.

Teorema 3.1. Neka je S polugrupa definisana prezentacijom (X|R), i neka je T
njena potpolugrupa generisana skupom Y = {y;|i € I} C X*. Neka je B = {b;|i €
I} nova azbuka, a ¢ i T reprezentacijska funkcija, odnosno funkcija prepisivanja.
Tada je polugrupa T definisana prezentacijom (B|Rr), gde su elementi skupa Ry
sledeée relacige:

(R1) b; = 7(y;), za svei € I;
(R2) 7(uv) = 7(u)7(v), 2a sve u,v € (X1)|r;
(R3) 7(wiuwy) = T(wivws), za sve (u,v) € R i sve wy,wy € X*.

Dokaz. Ovu teoremu ¢emo dokazati koriste¢i Teoremu 1.10, tj. pokazacemo da
relacije ¢(u) = ¢(v) vaze u polugrupi S gde je u = v relator oblika (R1)—(R3) kao
i da je bilo koja druga relacija koja vazi u T" u stvari posledica od (R1)—(R3).
Pokazimo prvo da relacije ¢(u) = ¢(v) vaze u polugrupi S gde je u = v relator
oblika (R1)—(R3). Koristedi definiciju procesa prepisivanja 7 i osobinu da je ¢
homomorfizam dobijamo:
(R1): 6(bi) = 1 = H(r(v:)
(R2): ¢(1(uv)) = uv = ¢(7(u))p(r(v)), za sve u,v € (X1)|r,
(R3): o(T(wruws)) = wiuwy = wivws = G(T(wivwsy)) u S.
Dokaz da je proizvoljna relacija o = 3, gde «, 5 € B* takva da ¢(a) = ¢(5) vazi
u S u stvari posledica od (R1)—(R3) dajemo pomoc¢u dve leme.

Lema 3.2. Neka su o, € (X7T)|r bilo koje dve reéi takve da je relacija a = 3
zadovoljena u S. Tada je relacija T(a) = 7(B) posledica relacija (R1)—(RS3).

Dokaz. Neka su «, § proizvoljne reci iz (X1)|p takve da a = § vazi u S. Tada se
na osnovu Teoreme 1.10. relator (a, f) moze izvesti iz R, odnosno postoji niz

{,717 .. 771}7
takav da je a = v, B = v, 1 svako 7,41 je dobijeno od ~; direktnom primenom
relacije iz R, za sve i € {1,...,n — 1}. Tada, dobijamo niz
T(CK) = T(’Yl)a 7-<P)/2)7 s 77-<7n) = T(ﬁ)a

pri ¢emu je sada svako 7(7,41) je dobijeno od 7(7;) direktnom primenom relacije
oblika (R3), za sve i € {1,...,n — 1}, odnosno 7(a)) = 7(p) je posledica relacija
(R1)—(R3) sto je i trebalo pokazati. O
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Lema 3.3. Neka je w € BT proizvoljna reé. Tada je relacija

w = 7(p(w))
posledica od relatora (R1)—(R3).
Dokaz. Neka je w = by, - -b;,, gde b, € B zasve j € {1,...,n}. Tada je:

p(w) = ¢(biy -+ +bi,) = d(biy) -+ d(bi,) = Yiy * i,

Kako su y;; € (X*)|p za sve j € {1,...,n}, primenom relatora (R2) dobijamo da
je:

T(o(w)) = 7(yi - yi) = 7Wa) - T(Wi,).
Dalje, kako je na osnovu relatora (R1) 7(y;;) = b;; za sve j € {1,...,n} dobijamo
da je:

Sto je i trebalo pokazati. O

Vratimo se sada dokazu teoreme. Neka su sad o, 8 € BT proizvoljne reci takve da
o(a) = ¢(P) vazi u S. Pokazimo da je relator («a, §) posledica relatora (R1)—(R3).
Kako je ¢(a) = ¢(B) u S, na osnovu Leme 3.2. relacija 7(¢(a)) = 7(¢(5)) posledica
od relatora (R1)—(R3). Na osnovu Leme 3.3. imamo da je 7(¢(a)) = a, a 7(o(5)) =
3, §to nam daje da je u stvari relacija a = f posledica od relatora (R1)—(R3), ¢ime
je dokaz zavrSen. O

Kao sto smo ve¢ napomenuli, ova teorema nam daje opsti metod za trazenje
prezentacije potpolugupe T, a isto kao §to su Reidemeister i Schreier pametnim
izborom generatornog skupa i uvodenjem desnih koset reprezentacijskih funkcija
kod grupa uprostili prezentaciju podgrupe, mi ¢emo izloziti kako se kod polugrupa
ova generalna prezentacija moze pojednostaviti.

Podsetimo se da je kod uprosc¢avanja prezentacija grupa glavnu ulogu imao takoz-
vani desni reprezentacijski sistem. Stoga, ¢emo uvesti taj pojam i za polugrupe.

Definicija 3.4. Funkciju ¢ : (X*)|s\r U {\} = X* sa osobinama:
(1) 6(A) = A,
(2) w=10(u) vazi u S za sve re¢i u iz domena 9,
(3) za sve u,v € (X*)|s\r U {A} takve da je uw = v u S vazi d(u) = 6(v),

nazivamo reprezentacijska funkcija za S po T. Sliku proizvoljne reci w € (X*)|s\7 U
{A} oznacavamo sa 6(w) = w. Skup II = {w|w € (X*)|s\r} nazivamo reprezentaci-
Jski sistem za S po T. Indeksom polugrupe T u polugrupi S nazivamo |S\ T| + 1.
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Primetimo da za sve re¢i w iz domena reprezentacijske funkcije vazi w = w, tj.
funkcija 0 je idempotentna.

[ako ova definicija ima u mnogome slicnosti sa definicijom desnog koset repre-
zentacijskog sistema za grupe postoji jedna bitna razlika. Naime postoji takozvana
Todd-Coxeter procedura za grupe koja pronalazi desni koset reprezentacijski sistem,
ukoliko je zadata konacna prezentacija grupe i konacan skup generatora podgrupe
kona¢nog indeksa. Kod polugrupa takav algoritam do danas nije poznat.

Nakon definicije reprezentacijske funkcije za S po 7' i reprezentacijskog sistema,
vreme je da konstruiSemo generatorni skup potpolugrupe 7.

Neka je 0 reprezentacijska funkcija za S po T, i neka je II reprezentacijski sistem
za S po T. Elemente ve¢ pominjanog generatornog skupa B umesto sa b; ozna¢i¢emo
sa by, o, pri cemusu p,o € I1iz € X takvi da je pz, pro € (X)|r. Funkciju ¢ koja
nam prevodi generatore skupa B na reci polugrupe T definiSemo na sledec¢i nacin:

P(bpro) = pro, gde su p,o € I1iz € X takvi da je px, pro € (XT)|r.

Teorema 3.5. Neka je S proizvoljna polugrupa data prezentacijom (X|R), neka je
T njena potpolugrupa a 11 reprezentacijski sistem za S po T. Tada je skup:

B=A{byso|lp,o€ll, z € X, pr,pro € (X)|r}
generatorni skup polugrupe T

Dokaz. Kako je pro € (X1)|r sledi da je ¢(b,.,) zaista element iz T'.

Ostaje nam da pokazemo da se proizvoljan element iz T moze prikazati kao
proizvod elemenat ¢(b,..,) gde p,o € I, z € X, i px,pro € (XT)|r. Neka je w
proizvoljan element iz T'. Tvrdenje ¢emo pokazati indukcijom po duzini rec¢i w. Ako
je lw| =1, onda je w = x € X pa je w = AxA = ¢(by ). Pretpostavimo sada da
tvrdenje vazi za sve re¢i duzine manje od k. Neka je sada w proizvoljna rec iz T
takva da je |w| = k. Tada postoje wy, ws € X* 1z € X takve da je w = wizws, gde
je wix najkraéi pocetni segment reci w takav da je wix € (X)|p. Tadaw; ¢ (X1)|r
pa je w; = wy u S. Dalje, moguca su dva slucaja:

Slucaj 1: wy € (X1)|r.

Tada, kako je |we| < k po indukcijskoj pretpostavci we se moze predstaviti kao
proizvod elemenata oblika ¢(b,..) gde p,o € II, v € X, i pz, pro € (XT)|r, pa
posto je wyz € (X )| i

w = wirwy = (W12)wy = ¢(bay e ))Wa,

dobijamo da je w zaista prikazan kao proizvod elemenata oblika ¢ (b, s ).
Slucaj 2: wy ¢ (X1)|r
Tada, ako je wy # A, onda u polugrupi S vazi we = w3, pa je

W = W1 XWy = Cb(bw_l,x,w_z)a
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posto Wiz = w € (X71)|r.
Ako je wy = A, onda kako je wiz € (XT)|r imamo da vazi:

W= wUT = ¢(bwﬁ,m,x),
¢ime je dokaz u potpunosti zavrsen. O

Posledica 3.6. Neka je S proizvoljna polugrupa i T njena potpolugrupa. Tada je:
rang(T) < (|S\ T| +1)*rang(S).

Specijalno, ukoliko je S konacno generisana polugrupa © T njena potpolugrupa ko-
nacnog indeksa, onda je T konacno generisana.

Sledeéi primer pokazuje da je skup B najbolji moguéi generatorni skup potpolu-
grupe T'.

Primer 3.1. Neka je S = X% slobodna polugrupa nad X, i neka je & > 1.
Definisemo:
T ={we X"||wl >k}

Tada je T u odnosu na operaciju konkatenacije ocigledno potpolugrupa polugrupe
S.

Kako se svaki element od S moze na jedinstven nacin prikazati kao proizvod
elemenata iz X, sledi da reprezentacijski sistem za S po T mora biti:

II={we X" |w| <k}
Tada, generatorni skup B ima sledec¢i oblik:
B={bysolpoe X" xeX, |p|,|o] <k, |pz|,|pzo| >k},

odnosno
B ={b,..|k <|pro| <2k —1, gde pro € X*}.

S druge strane, potpolugrupa slobodne polugrupe 7" ima jedinstven minimalan
skup generatora ([6]):

TAT* ={w € X" |Jw| > k}\{w € X[ |w] > 2k} =

={we Xtk <|w| <2k —1}.

Kako je T'= B sledi da je B minimalni generatorni skup potpolugrupe 7'
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Kao sto je i za ocekivati, sledeci cilj nam je definisanje funkcije prepisivanja
koja ¢e reci koje predstavljaju elemente potpolugrupe T', ”prepraviti” na elemente
generatornog skupa B. Neka je w proizvoljna rec¢ iz (X)|r, neka je w'z najmanji
pocetni segment reci w takav da w'z € (XT)|r i neka je w” preostao deo reéi w.
Definisemo preslikavanje 7 : (X*)|p — B™ na slededi nacin:

b o w” & (X )|z
7(w) =
by o T(W"), w” € (XT)[r

Teorema 3.7. Preslikavanje T je funkcija prepisivanja.

Dokaz. Pokazimo da za proizvoljnu re¢ w € (X)|r, vazi ¢(7(w)) = w u polugrupi
S.

Dokaz dajemo indukcijom po duzini re¢i w. Neka je |w| = 1, odnosno w = z,
gde x € X. Tada je

¢(r(w)) = ¢(7(2)) = p(bren) = = = w.

Pretpostavimo da tvrdenje vazi za sve reci Cija je duzina manja od k. Neka je w
proizvoljna re¢ takva da je |w| = k, i neka je w = w'zw”, gde je w'z najmanji
pocetni segment reci w koji pripada (X1)|7 a w” preostao deo reci w. Moguca su
dva slucaja:
Slucaj 1: w” ¢ (X)|r.
Tada je ¢(1(w)) = @by 7
Slucaj 2: w” € (X71)|r.
Tada, posto je ¢ homomorfizam imamo da je

O(r(w)) = by . yT(W")) =
= ¢(byr o 2O (T(w")).

Dalje, kako je |w”| < k na osnovu indukcijske hipoteze imamo da je ¢(7(w”)) = w
u polugrupi S. Koristeci definiciju preslikavanja ¢ dobijamo da je:

) = w'zw” = w'zw”" =wu S.

2

a posto w' ¢ (XT)|r imamo da je w’ = w’ u S, odnosno
o(t(w)) =w'zw”" =w u S,

Sto je i trebalo pokazati. O
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3.2 Uopstenje R-S metoda za podgrupe polugru-
pa

U ovom poglavlju ¢emo se baviti problemom trazenja prezentaciije podgrupe date
polugrupe koja je definisana svojom prezentacijom. Taé¢nije, umesto polugrupa pos-
matra¢emo monoide, medutim ako se ima u vidu da prilikom pridruzivanja elementa
a ¢ X7T polugrupi datoj prezentacijom (X|R), i dodavanjem relacija aw = w,
wa = w, a®> = a , w € Xt skupu relatora SR u stvari dobijamo monoid, onda
primec¢ujemo da time ne gubimo na opstosti, pa ¢e sva tvrdenja vaziti i za polu-
grupe.

Neka je dat monoid S svojom prezentacijom (X|R), neka je Y C X i G podgrupa
monoida S generisana skupom Y. Podgrupa monoida S je u stvari potpolugrupa
od S koja sa svojom operacijom ¢ini grupu. Kako se jedinica podgrupe G ne mora
poklapati sa jedinicom monoida S, jedinicu grupe GG ¢emo oznacavati sa e, a jedinicu
monoida sa 1. Glavna ideja za trazenje prezentacije grupe G kao i ranije lezi u koset
reprezentacijskom sistemu i funkciji prepisivanja. Kao i u proslom poglavlju, prvo
treba pojasniti Sta nam uopste predstavlja termin "koset”, stoga dajemo sledecu
definiciju.

Definicija 3.8. Neka je S monoid i X proizvoljan neprazan podskup od S. Kazemo
da je Xs desni koset skupa X monoida S ako za neko t € S vazi Xst = X. Broj
svih koseta nazivamo indeks od X u S i ozna¢avamo ga sa [S : X].

Neka je sada G = X, gde je G podgrupa monoida S. Oznac¢imo saC = {C;|i € I}
skup svih koseta podgrupe G monoida S, pri cemu uzimamo da je C; = G. Dalje,
ho¢emo da desnim mnozenjem koseta elementom monoida S opet dobijamo koset
pa iz tog razloga skupu koseta C dodajemo elemenat Cj definisan na slede¢i nacin:

C;s = Cy ako i samo ako C;s ¢ C,
C()S = Co.

Sledec¢e dve leme nam daju neke od osobina koseta i pokazuju da ovako definisani
koseti imaju sli¢nosti sa standardnim kosetima u grupama.

Lema 3.9. Za sve i,j € I takve da je i # j vazi C; N C; = (.

Dokaz. Neka je C;,C; € C proizvoljni razliciti koseti. Tada postoje s, € S takvi
da je C; = Gs, a C; = Gt. Pretpostavimo da postoji z € S takvo da = € C; N Cj.
Tada, kako je x € C; sledi da postoji g € G takvo da je x = g;s. S druge strane,
posto je x € C; imamo da je x = got za neko go € G, pa je g15 = got. Neka je
sada y proizvoljan element koseta C;. Za neko g3 € G imamo da je y = g3s, pa je
y = gsg1 gt € C}, dakle C; C C;. Analogno dobijamo da je C; C Cj, pa je C; = C}
sto je kontradikcija. O
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Lema 3.10. Za svako i € I, postoje r;,r; € S takvi da vaZi:
Gri=C; i griori=g, zasvegeQG.

Dokaz. 1z same definicije koseta sledi da postoje r;,q; € S takvi da je Gr; = C; i
Ciq; = G. Fiksirajmo sad neko h € G i neka je h; = hr;q;. Tada je hy € G pa
mozemo definisati 1, = ¢;h;~'h. Sada za proizvoljno g € G vazi

grirv; = gh Yhrigiha *h = gh *hihy th = g,
Sto je i trebalo pokazati. ]

Definicija 3.11. Skup svih 7,7} € S, ¢ € I takvih da je Gr; = C;, grir, = g, za
sve i € I,g € G, pri ¢emu je r; = r} = 1, nazivamo desni koset reprezentacijski
sistem za S po podgrupi G. Elemente r;, 7} € S nazivamo predstavnici koseta C;.

Ako su r;, 7, € S predstavnici koseta C;, i € I onda ¢emo predstavnike koseta
Cia gde je a € S, Cija # Cy obelezavati sa r;,,7;,. Takode pod indeksom ¢a ¢emo
u stvari podrazumevati indeks j € I takav da je C;a = C;. Primetimo da iako je
Cia = Gr;a = Gry, u opstem slucaju ne vazi r;, = r;a.

Lema 3.12. Neka je C; proizvoljan koset i neka su r;, v njegovi predstavnici. Tada
za proizvoljno ¢ € C' vazi:
criri = c.

Dokaz. Kako je r; predstavnik koseta C; imamo da je C; = Gr;. Neka je ¢ € C;
proizvoljno. Tada postoji g € G takvo da je ¢ = gr;, pa imamo:

/ /
Cr,r; = grir;r; = gr; = C,

¢ime je tvrdenje dokazano. O

Nakon uvodenja pojma koset reprezentacijskog sistema sledeéi zadatak nam je,
kao i ranije, konstruisanje generatornog skupa podgrupe G' monoida S.

Neka je T desni koset reprezentacijski sistem za S po G, i C = {C;|i € [} U{Cy}
skup svih koseta. Definisemo novu azbuku

B:{bi7$|i61, r € X, CZIL'%C()}

Homomorfizam ¢ : B* — G koji nam prevodi elemente skupa B na elementa pod-
grupe G definisemo na sledeci nacin:

(b ) = erxry,.
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Ako je
B = {bz’s‘l el, ses, C;s 7& C()},

definisa¢emo homomorfizam ¢’ : (B')* — G kao:
@' (bis) = erisri,.
Primetimo da je ¢/(b; ) = ¢(b; ) za sve x € X isve i € I takve da je Cix # Cy.

Teorema 3.13. Neka je S monoid definisan prezentacijom (X|R) i neka je G
proizvoljna podgrupa monoida S. Tada skup

B = {bZ@”l S [, T € X, CZ.CC # Co},
generise G kao monoid.

Dokaz. Pokazimo prvo da su elementi ¢(b; ) zaista elementi iz G. Kako je:
(i) = erary, € Griar;, = Ciar, = Ciri, = G,

sledi da ¢(b;.) € G.

Pokazimo sada da se proizvoljan element grupe G moze dobiti kao proizvod
elemenata ¢(b;,), gde b;, € B. Primetimo da kako je G = eG = {erigry,|g €
G} C {¢'(bis)|bis € B'} dobijamo da se proizvoljno ¢ € G moze zapisati kao
proizvod elemenata ¢'(b; ), za b;s € B'. Neka je sada s € S proizvoljno, odnosno
S = Ty...T,, gle ; € X zasve i € {1,...,n}. Pokazimo da se ¢'(b;), gde
b;s € B’ moze predstaviti kao proizvod elemenata ¢(b; ), gde b;, € B. Dokaz
dajemo indukcijom po duzini reci s. Ako je |s| = 1, tj. s = x € X onda kako
je ¢ (bix) = ¢(bi) tvrdenje vazi. Pretpostavimo sada da tvrdenje vazi za sve reci
duzine manje od n. Neka je sad s € S proizvoljna, takva da je |s| =n > 1. Ako je
s =xu, gde x € X,u € X, onda imamo:

/
T

@' (bis) = erisriy, = er;zur

Posto je er;x € Gryx = Cyx = (), onda na osnovu Leme 3.12. imamo da je:

/

I I . ! )
eryxurs,,, = eryx(r, ri)ur.,, = (erxr, )riur,,. .

u
Dalje, kako je er;zr., € G imamo da je er;xzr e = er;xr.,, pa je:

/

(ersar rigur. . = (eryzrt )ergur. .

odnosno
Cb,(bi,S) = ¢(bi7x)¢/(bi:c,U) )

a posto je |u| < n zbog indukcijske hipoteze dokaz je zavrsen. H
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Posledica 3.14. Ako je monoid S konacno generisan, i G njegova podgrupa konac-
nog indeksa, onda je i G konacéno generisana.

Slededi korak bi po analogiji sa grupama trebao biti definisanje funkcije prepisi-
vanja. Ovde ¢emo, medutim imati funkciju koja u specijalnom slu¢aju, sto nam je
dovoljno u ovoj prici, predstavlja proces prepisivanja.

Definicija 3.15. DefinisSemo funkciju 7: A — B*, gde je
A={Gw)liel, we X", Cuw# Cy},

na sledeéi naéin:

T(i,\) = A,
7(1, 2w) = b; ,7(ix,w), gdejeiel, v € X, we X", Cixw # Cy.
Ova definicija se lako moze prosiriti do:
T(1, wwe) = 7(i,wy)T(Iwy, we), gdejei € I, wy,wy € X*, Cywywe # Cp.
Posmatrajmo sada funkciju 7, : (X*)|¢ — B* datu sa:
To(w) =7(1,w), zasvew € (X")|g.

Funkcija 7, je ve¢ pominjani specijalni slucaj preslikavanja 7, a da je 7, zaista
funkcija prepisivanja dobi¢emo kao posledicu sledece leme.

Lema 3.16. Neka je w € X* proizvoljna re¢. Tada vaZi:
o(7(i,w)) = erywrl,,, gdejeiel, Cyw # Cy.

Dokaz. Dokaz dajemo indukcijom po duzini reéi w. Za |w| = 0, tj. w = A imamo
da je

O(7(i,N)) = e = erAri,y,
dok za |w| = 1, odnosno w = z, z € X ,imamo:

O(1(i,2)) = (b w7 (i, N)) = P(by ) = ergari,,

pa je tvrdenje u oba slucaja zadovoljeno. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za sve reci
w € X* takve da je |[w| < m. Neka je sada w proizvoljna re¢ duzine n, i neka je
w=zu, gde jexr € X, au e XT. Tada vazi:

P(7 (6, w)) = (7 (i, xu)) = G(bioT (i, u)),

pa kako je ¢ homomorfizam imamo da je

O(7 (i, w)) = G(biz) (7 (i, u)) = eriwry,¢(7(iz, u)),
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a na osnovu induktivne hipoteze sledi da je:
erixri o(T(ix,u)) = erar, erur,, .

Dalje, na osnovu cinjenice da er;zr, e = er;xr,, jer er;xr,, € G i na osnovu Leme
3.12. dobijamo:

/
w)

A(T(1,W)) = erymr, erur,,, = eryar, Iy ur,, = erTur,, = er;wr
Sto je i trebalo dokazati. O
Posledica 3.17. Funkcija 7, je proces prepisivanja.
Dokaz. Neka je w proizvoljna re¢ iz (X*)|g. Tada je:
O(Te(w)) = o(7(1,w)) = erywry, = ewr},,
a kako je w € G i e jedinica u grupi G imamo da je
O(re(w)) =wry =w u S.
Dakle, 7, je funkcija prepisivanja. O
Sada ¢emo izloziti glavnu teoremu ovog poglavlja.
Teorema 3.18. Neka je S proizvoljan monoid definisan prezentacijom (X|R), i

neka je G njegova proizvoljna podgrupa. Tada je G definisana prezentacijom (B|Rq)
kao monoid, gde se Rg sastoji od sledecih relatora:

(Ral) 7(i,u) = 7(i,v), za svei € I, u,v € X*, takve da je (u,v) € R i Cyu # Cy,
(Ra2) 7(1,erjar],) = by, za svei € I, x € X, takve da je Cix # Cy,
(Ra3) 7(1,e) = A.

Za dokaz ove teoreme bi¢e nam potrebna sledeé¢a lema.

Lema 3.19. Neka su wi,wy € X* proizvoljne, takve da relacija wy = wy vazi u S i
neka je i proizvoljan indeks takav da je Cyw, # Cy. Tada je relacija

T(i,w) = 7(3, ws),

posledica relacije (Ral).
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Dokaz. Neka je S data prezentacijom (X|R) i neka je w; = wy u S. To u stvari
znaci da je w; = wy posledica od R. Bez umanjenja opstosti pretpostavimo da je
wy dobijena od ws direktnom primenom relatora iz SR. Tada postoje a, 5 € X* i
relator (u,v) € R takvi da je wy = auf, 1 wy = avf. Na osnovu definicije funkcije
7 1 na osnovu relatora (Ral) dobijamo sledece:

T(i,w) = 7(4, auf) = 7(i, a)7(icv, u) T (i, 5) =

= 7(1, a)7(icv, v) T (tow, B) = T(1, auf) = (i, w),

Sto je i trebalo pokazati. O

Dokaz. (Teoreme 3.18.) Pokazimo prvo da ako je u = v relator oblika (Ral)— (Ra3)
onda relacija ¢(u) = ¢(v) vazi u polugrupi S.

(Ral): Nekasui € I, (u,v) € R proizvoljni, takvi da je Ciu # Cy. Na osnovu Leme
3.16. i relatora (u,v) imamo:

o(7(i,u)) = erurl, = erur}, = ¢(r(i,v)), usS.

Ra2): Na osnovu Leme 3.16, zatim koristedi da je er;axri € G, i da je e idempotent
J 1 J p

dobijamo:

. = e(eryzri )l =

T

(b(T(l? erixrgx)) =er <€Tixrgx>rllemz7‘

= e?rur, = ergor, = ¢(biz) us.

(Ra3): ¢(7(1,e)) = erjeri, =e=¢(A\) us.

Dalje, posmatrajmo preslikavanje 7,. Pokazali smo da je ta funkcija u stvari pro-
ces prepisivanja pa mozemo primeniti Teoremu 3.1. kako bismo dobili prezentaciju
koja definise G kao polugrupu a ako dodamo jos relator 7,(e) = A definisac¢e G kao
monoid. Ta prezentacija je (B|Ry), gde RE, ¢ine relatori:

(R1*) me(erar],) =bia, zasvei € I, x € X, takve da je Cix # Cy
(R2*%) 7.(uv) = 7 (u)7i(v), za sve u,v € (X*)|g

(R3*) 7 (wiuws) = 7. (wivws), gde (u,v) € R, a wy,wy € X* su takve da je wjuw, €
(X*)|G7

(R4*) 7,(e) = \.
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Kako bismo kompletirali dokaz ove teoreme preostaje nam jos da pokazemo da
se relacije (R1%)—(R4*) izvode iz relacija (Ral)—(Ra3). Kako je 7 (w) = 7(1,w)
automatski imamo da se (Ra2) i (Ra3) poklapaju sa (R1*) i (R4*), redom. Na
osnovu Leme 3.19. sledi da je relator (R3*) posledica od relatora (Rcl). Ostaje
nam jos da pokazemo da je relacija (R2*) posledica relatora iz M. Na osnovu
definicije preslikavanja 7 imamo da je:

(1, uwv) = 7(1, u)T(lu,v) = 7(1,u)7(1,v),
jer je u € G. Time je dokaz zavrsen. O

Kako je grupa konacno prezentirana kao grupa ako i samo ako je konacno prezen-
tirana kao monoid, onda vazi sledece tvrdenje koje dobijamo kao direktnu posledicu
prethodne teoreme.

Posledica 3.20. Ako je S konacno prezentiran monoid i G njegova podgrupa ko-
nacnog indeksa, onda je G konacno prezentirana.

Podsetimo se da smo u pri¢i o prezentacijama podgrupa datih grupa, dali po-
jednostavljenje Reidemeisterove prezentacije pomoc¢u takozvanog Schreierovog koset
reprezentacijskog sistema i tako dobili Reidemeister-Schreierov metod. Analogno i
ovu opstiju pricu uvodimo pojam Schreierovog koset reprezentacijskog sistema.

Definicija 3.21. Neka je S monoid definisan prezentacijom (X|R), neka je G nje-
gova proizvoljna podgrupa, a 7' desni koset reprezentacijski sistem za S po H. T
nazivamo Schreierov koset reprezentacijski sistem ako svaki pocetni segment od 7;
pripada skupu 7', gde su r;,r; € T predstavnici koseta C;.

Slicno kao i kod grupa moze se pokazati da i polugrupni Schreierov koset repre-
zentacijski sistem uvek postoji.

Teorema 3.22. Neka je S proizvoljan monoid definisan prezentacijom (X|R) i
neka je G njegova proizvoljna podgrupa. Ako je T = {r;,ri|i € I} Schreierov koset
reprezentacijski sistem onda je G definisana grupnom prezentacijom:

(B|{bmz = A, 7(i,u) =7(i,v) |i,me I,z € X, (u,v) € R, Ciu # Cy}), (%)
gde sum € I ix € X takvi da je 1T = Tpa.

Dokaz. Kako nam prezentacija (B|R¢) data u Teoremi 3.18. definise grupu G kao
monoid, pokaza¢emo da ako je u = v relator prezentacije (x) onda ¢(u) = ¢(v) vazi
u S kao i da se relatori iz skupa g mogu izvesti iz relatora prezentacije ().
Pokazimo prvo da ako je u = v relator prezentacije (x) onda ¢(u) = ¢(v) vazi u
S. Kako je 7(i,u) = 7(i,v) € Rg zasvei € I,z € X, takve da je (u,v) € R sledi da
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relator ¢(7(i,u)) = ¢(7(i,v)) vazi u S za sve i € I, x € X, takve da je (u,v) € R.
Posmatrajmo sada relator b, , = A, gde su m i z takvi da je r,,x = r,,,,. Tada je:

A(byz) = €rmarh, . = ermar. =e=¢(A), uS

pa tvrdenje vazi.

Slede¢i cilj nam je da pokazemo da se relatori iz Rz mogu izvesti iz relatora
prezentacije ().

(Ral): Ovaj relator bas pripada skupu relatora prezentacije (x) pa je samim tim
i posledica od skupa relatora prezentacije (k).

(Ra2): Neka je r; € T proizvoljan, i neka je r; = x1---x,, gde x; € X za sve
i € {l,...,n}. Tada, kako je T' Schreierov koset reprezentacijski sistem imamo da
jeixy---xp € T zasve k € {1,...,n}. Oznacimo sa sa iy = lzy---x, odnosno
i, je onaj indeks takav da je Cj, = Gy ---x,. Na osnovu definicije preslikavanja 7
imamo:

(L) =71,z ) = by, 7(l2y, 20 - 2) =

== bl,xlT(ila Xo - xn) = bl,xlbi17x27—(i1x27 xXg .- xn) =

= bl:xlbthQT(,&Z? T3 xn) == bl,xlbihfﬁz T bin—hl‘n'

Medutim kako je ixxg1 = ig41 sledi da je na osnovu relatora iz prezentacije ()
T(1,7m;) = A
Dalje, kako je er;r. = e u S primenom Leme 3.19. i na osnovu 7(1,e) = A dobijamo:

7(i,7}) = A7, 7)) = 7(1, e)7(1, )7 (i, 7)) = 7(1,erir) = 7(1,e) = A

Sada pokazimo da je relator (RG2) posledica relatora iz (), odnosno pokazimo da
je T(1,erart,) = by, za sve i € I, x € X, takve da je Cjxz # Cp. Na osnovu
prethodnog razmatranja imamo da je:

(1, eriari,) = 7(1,e)7(1, 7)) 7 (i, )7 (ix, 7,) = ANbi 2 A = by,

» 1

Sto je i trebalo pokazati.

(Ra@3): Pokazimo da se relator 7(1,e) = A moze izvesti pomocu relatora prezen-
tacije (). Kako je e jedinica grupe sledi da je ¢ = e u S pa na osnovu Leme 3.19.
imamo:

7(1,e) = 7(1,€?) = 7(1,ee) = 7(1,e)7(le,e) = 7(1,e)7(1, €),

paje 7(1l,e) = A
Ovim je dokaz zavrsen. O



Glava 4

Uopstenje R-S metoda za
Schiitzenbergerove grupe

U ovoj glavi cilj nam je da pronademo prezentaciju Schiitzenbergerove grupe proi-
zvoljne H-klase date polugrupe S. Schiitzenberger je pokazao kako se proizvoljnoj
‘H-klasi H moze dodeliti grupa I'(H) takva da ona u stvari opisuje grupna svojstva
klase H. Specijalno, Schiitzenbergerova grupa I'(H) izomorfna je klasi H ukoliko
H sadrzi idempotent, a kako je tad H u stvari maksimalna podgrupa polugrupe
imamo da Schiitzenbergerova grupa u tom slucaju predstavlja maksimalnu podgrupu
polugrupe. Kao i ranije umesto polugrupa posmatra¢emo monoide $to nam kao sto
smo ve¢ videli ne predstavlja ogranicenje u opstim rezultatima.

4.1 Prezentacija maksimalne podgrupe proizvolj-
ne polugrupe

U ovom poglavlju uveséemo pojmove koji su nam neophodni za posmatranje Schii-
tzenbergerovih grupa, a kako smo u prosloj glavi dali prezentaciju proizvoljne pod-
grupe, izveséemo kao posledice prezentaciju maksimalne podgrupe date polugrupe,
odnosno Schiitzenbergerove grupe klase H koja sadrzi idempotent.

Prvo su nam potrebne takozvane Greenove relacije, koje su jedan od osnovnih
pojmova teorije polugrupa i koje nam daju ve¢ pominjane H-klase.

Definicija 4.1. Neka je S proizvoljan monoid i neka su u, v € .S proizvoljni. Kazemo
da su u i v R-ekvivalentni, u oznaci uRv ako je uS = vS. Elementi u i v su L-
ekvivalentni, u oznaci ulv ako je Su = Sv. Elementi v i v su J ekvivalentni, u
oznaci uJv ako vazi SuS = SvS. Ukoliko su u i v 1 R-ekvivalentni i £L-ekvivalentni
kazemo da su oni ‘H-ekvivalentni, u oznaci uHv. Najmanju kongruenciju koja sadrzi
relacije R i £ oznacavamo sa D. Relacije R, L, H, D, J se nazivaju Greenove

32
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relacije.

Takode, mozemo reéi da su u i v R (L)-ekvivalentni ako generisu iste desne
(leve) ideale. U sledecoj lemi navodimo neke od osnovnih osobina Greenovih relacija.
Osobine navodimo za relaciju R, a dualno tvrdenje vazi i za relaciju L.

Lema 4.2. Neka je S proizvoljan monoud.

(1) (Greenova lema) Neka su u,v € S takvi da uRv, i neka su $1,s9 € S takvi
da je usy = v 1 vsy = u. Tada je preslikavanje x — xs, bijekcija koja slika
H-klasu elementa v na H-klasu elementa v. Njemu inverzno preslikavangje je
T > xS9. Sve H-klase unutar iste R-klase su iste kardinalnosti.

(2) Relacija R je leva kongruencija, tj. za sve s,u,v € S vazi

ako je uRv onda je suRsv.

(3) Ako su s,u,v € S takvi da je suvRs onda je suRs.
(4) Ako su s,u,v € S takvi da je suHu i uRt onda je stHt.
(5) Za svako u € S skup uS je unija R-klasa.

Napomenimo da iako je R leva, a £ desna kongruencija, H u opstem sluc¢aju ne
mora biti ni leva a ni desna kongruencija.

Posto je skup R-klasa u stvari u bijekciji sa skupom desnih glavnih ideala i kako
je svaki desni ideal u stvari unija desnih glavnih ideala, imamo slede¢u lemu.

Lema 4.3. Monoid ima konacno mnogo desnih (levih) ideala ako i samo ako ima
konacno mnogo R-(L-)klasa. Monoid ima konaéno mnogo ideala ako i samo ako
ima konacan broj H-klasa.

Kao sto ve¢ pomenuto H-klase koje sadrze idempotent su u jakoj vezi sa maksi-
malnim podgrupama, tj. vazi slede¢a lema.

Lema 4.4. Neka je H proizvoljna H-klasa monoida S. Tada su sledeci uslovi ekvi-
valentni:

(1) H sadrzi idempotent;
(2) postoje elementi u,v € H takvi da je uwv € H;

(3) H je maksimlna podgrupa monoida S.
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Sada uvodimo pojam Schiitzenbergerove grupe pridruzene proizvoljnoj H-klasi.
Neka je H proizvoljna H-klasa monoida S. Skup

Stab(H) ={s € S|Hs = H}
nazivamo (desni) stabilizator od H u S. Na skupu Stab(H) definisemo relaciju
o(H) = {(u,v) € Stab(H) x Stab(H)| hu = ht, zasve h € H}.

Lako se vidi da je o(H) kongruencija na Stab(H). Kongruenciju o(H) nazivamo
Schiitzenbergerova kongruencija.

U slede¢oj lemi navodimo neke od osobina stabilizatora od H u S i Schiitzen-
bergerove kongruencije koje ¢emo koristiti u nastavku rada.

Lema 4.5. Neka je H proizvoljna H-klasa monoida S © neka je hg € H proizvoljan
element. Tada vazi:

(1) Stab(H) = {s € S| hosHho},
(2) o(H) = {(u,v) € Stab(H) x Stab(H)|hou = hov},
(3) H = hoStab(H).

Kako je Stab(H) monoid, a faktor monoid Stab(H)/o(H) grupa, uvodimo sle-
de¢u definiciju.

Definicija 4.6. Neka je H proizvoljna H-klasa monoida S, Stab(H) desni stabiliza-
tor od H u S a o(H) Schiitzenbergerova kongruencija. Faktor monoid

I'(H) = Stab(H)/o(H)
nazivamo Schiitzenbergerova grupa klase H.

Na osnovu levo-desnog dualizma moze se definisati i leva Schiitzenbergerova
grupa medutim ispostavlja su da su te dve grupe izomorfne. Osim te, Schiitzen-
bergerova grupa ima i druge interesantne osobine koje su date u sledec¢oj lemi.

Lema 4.7. Neka je H proizvolina H-klasa monoida S, i I'(H) njena Schiitzen-
bergerova grupa. Tada vazi:

(1) |H| = |T(H)],

(2) ako je Hy H-klasa monoida S koja pripada istoj R-klasi ili istoj L-klasi kao i
H onda je I'(H,) = T'(H),

(3) ako H sadrzi idempotent onda je H = T'(H).
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Dakle, kako se maksimalna podgrupa monoida S poklapa sa nekom grupnom H-
klasom H koja sadrzi idempotent, ona je u stvari izomorfna sa Schiitzenbergerovom
grupom ['(H). Iz tog razloga ako nas interesuje prezentacija Schiitzenbergerove
grupe I'(H), gde H predstavlja ‘H klasu koja sadrzi idempotent, mozemo iskoristiti
Teoremu 3.22. za nalazenje te prezentacije. Naime, kosete nam u ovom slucaju
predstavljaju H klase one R klase kojoj pripada H. Tada je indeks od S po H
jednak broju H-klasa u R-klasi od H, pa ako prevedemo posledicu Teoreme 3.22.
na ovaj jezik dobijamo sledec¢a tvrdenja.

Posledica 4.8. Ako je S konacno prezentiran monoid, H njegova H klasa koja
sadrzi idempotent, i ako je broj H klasa v R klasi od H konacan, onda je T'(H)
konacno prezentirana.

Posledica 4.9. Ako je S konacno prezentiran monoid, H njegova H klasa koja
sadrzi idempotent i S ima konaéno mnogo levih ideala, onda je I'(H) konacno
prezentirana.

Ako je H indeksa 1 u S, odnosno ako je H u stvari H-klasa koja je istovremeno
i R-klasa nasa prezentacija dobija prilicno jednostavan oblik, odnosno vazi sledece
tvrdenje.

Teorema 4.10. Neka je S monoid dat prezentacijom (X|R), i neka je H njegova
podgrupa indeksa 1. Tada je I'(H) definisana prezentacijom

(Stab(H) N X| R N ((Stab(H) N X)* x (Stab(H) N X)*)).

Dokaz. Dokaz dobijamo direktnom primenom Teoreme 3.22. O

4.2 R-S metod za Schiitzenbergerove grupe

Cilj u ovom poglavlju nam je da damo prezentaciju Schiitzenbergerove grupe proi-
zvoljne H-klase monoida datog svojom prezentacijom.

Neka je S monoid definisan prezentacijom (X|9R) i H proizvoljna H-klasa mo-
noida S. Fiksirajmo proizvoljno h € H kao predstavnika klase H. Oznacimo sa I'
Schiitzenbergerovu grupu I'(H), sa A stabilizator Stab(H) i sa o Schiitzenbergerovu
kongruenciju o(H). Dakle, I' = A/o.

Oznac¢imo R-klasu elementa h sa R i neka je Q = {H;|i € I} skup svih H-klasa
u klasi R. Uzimamo da je H; = H i dodajemo skupu €2 element Hj koji je definisan
na slede¢i nacin:

H;s = Hy ako i samo ako H;s ¢ ),

H()S = Ho.

Analogno kao sto smo uveli kod podgrupa monoida i ovde uvodimo pojam
reprezenata.
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Definicija 4.11. Skup svih p;,p, € S, @ € I takvih da je Hp; = H;, hp;p, = h,
h*pip; = h* za sve i € [,h € H,h* € H;, pri ¢emu je p; = p| = 1, nazivamo desni
reprezentacijski sistem za S po H. Elemente p;, p; € S nazivamo predstavnici klasa
H;.

Ako su p;, pi € S predstavnici klase H;, ¢ € I onda ¢emo predstavnike klase H;a
gde je a € S, Hia # H, obelezavati sa p;,, pi,. Takode, pod indeksom ia ¢emo u
stvari podrazumevati indeks j € I takav da je Hya = H;. Zal € I ia € S indeks
la ¢emo, da ne bi doslo do zabune oznacavati sa 1 - a.

Nakon Sto smo uveli pojam reprezentacijskog sistema slede¢i zadatak nam je
konstrukcija generatornog skupa grupe I'.

Neka je T' desni reprezentacijski sistem za S po H, i €2 skup svih H-klasa klase
R kom je pridruzen element H,. Uvodimo novu azbuku

B={b,liel, ve€ X, Hx+# Hy}.
Homomorfizam ¢ : B* — X* definiSemo na slede¢i nacin:
¢(biz) = PPy

Ako je
B/ = {6175’2 € [, s € S, HZ'S 7& Ho},

definisa¢emo homomorfizam ¢’ : (B')* — X* kao:
gb,(bi,s) = PzSPZS
Primetimo da je ¢'(b; ) = ¢(b;.) zasve x € X isve i € [ takve da je H;x # Hy.

Teorema 4.12. Neka je S monoid definisan prezentacijom (X|R) i H proizvoljna
H-klasa monoida S. Tada skup

B = {bl,m|l S I, T € X, Hl.f # Ho},
generise Schiitzenbergerovu grupu I' = T'(H).

Dokaz. Posmatrac¢emo elemente ¢(b;,)/o. Pokazimo prvo da su ti elementi zaista
elementi iz I'. Kako je:

Hpjxp, = Hizp;, = Hip;, = H,
sledi da je p;xp), € A pa je

O(bi) /o = piacplyfo € AJo =T
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Pokazimo sada da se proizvoljan element grupe I' moze dobiti kao proizvod ele-
menata ¢(b;,)/o, gde b, , € B. Primetimo da ako je g € ' = A/o onda je g = s/o,
s € Apaje Hs = H iz Cega sledi da je 1 - s = 1. Tada, kako je s/o = p1sp| /o €
{¢'(bis)/o| bis € B'} dobijamo da je I' C {¢'(b;s)/0|bis € B'} pa se proizvoljno
g € I" moze zapisati kao proizvod elemenata ¢'(b;s)/o, za b;s € B’. Neka je sada
s € S proizvoljno, odnosno s = zy ... z,, gde x; € X zasvei € {1,...,n}. Pokazimo
dase ¢'(b;s)/o, gde b; s € B’ moze predstaviti kao proizvod elemenata ¢(b; ,)/o, gde
b;. € B. Dokaz dajemo indukcijom po duzini reci s. Ako je |s| =1,tj. s=z € X
onda kako je ¢'(b; ) = ¢(b; ) tvrdenje vazi. Pretpostavimo sada da tvrdenje vazi za
sve re¢i duzine manje od n. Neka je sad s € S proizvoljna, takva da je |s| =n > 1.
Ako je s = zu, gde r € X, u € X*, onda imamo:

¢/(bi7$)/0 = pisp;s/g = plxup;xu/a
Posto je pjx € Hp;x = H;x = H;, onda na osnovu definicije predstavnika imamo da
je:
PiTUPjg [0 = Pi(PigDia) Uiz /T = (PiTDi) Pic Wi /0
Dalje, kako je p;zpl,, pizup),, € A imamo da je:

odnosno
¢’ (bis)/o = (¢(bia) /o) (¢ (bizu) /o),

a poSto je |u| < n na osnovu induktivne pretpostavke dokaz je zavrsen. O

Posledica 4.13. Neka je monoid S konacno generisan, i H njegova H-klasa. Ako
je broj H-klasa u R-klasi od H konacan onda je I'(H) konacéno generisana.

Sada imamo generatorni skup grupe I', pa nam treba neki vid funkcije prepisi-
vanja koja ¢e elemente grupe I' "prepravljati” na elemente skupa B*.

Definicija 4.14. DefiniSemo funkciju 7 : C' — B*, gde je
C=A{Gw)|iel, we X" Hw# Hy},

na sledeéi naéin:

T(i,\) = A,
7(i,2w) = b; ,7(ix,w), gdejeiecl, x € X, we X", Haaxw # H,.
Ova definicija se lako moze prosiriti do:

7(i, wywg) = 74, w1)7(fwy, we), gde jei € I, wy,wy € X*, Hawywy # Hy.

U slede¢oj lemi naveséemo jednu od korisnih osobina preslikavanja 7.
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Lema 4.15. Neka je w € X* proizvoljno. Tada vazi:
ho(7(i,w)) = hpowp;,, gde jei € I, Hjw # Hy.

Dokaz. Dokaz dajemo indukcijom po duzini reé¢i w. Za |w| = 0, tj. w = X\ imamo
da je

ho(7(i, A)) = h = hp;\ply,
dok za |w| = 1, odnosno w = z, x € X ,imamo:

ho(7(i,2)) = ho(biaT(iz, A)) = h(biz) = hpizpi,,

pa je tvrdenje u oba slucaja zadovoljeno. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za sve reci
w € X* takve da je |w| < n. Neka je sada w proizvoljna re¢ duzine n > 1, i neka je
w=zu, gde jex € X, au € XT. Tada vazi:

ho(T(i,w)) = ho(T(i, xu)) = h(b; 7 (iz,u)),

pa kako je ¢ homomorfizam imamo da je

he(7(i,w)) = he(bio)d(7 (i, u)) = hpiwpl,é(7(iz, u)),

a na osnovu induktivne hipoteze sledi da je:

hpixp;x¢<7(ix7 u)) - hpixp;mpixu]?;xu'

Dalje, na osnovu definicije reprezenata kako hp;x € Hp;x = H;, dobijamo:

ho(7(i,w)) = hpiTpyPizuPiy, = hpivupi,, = hpiwp;,,
Sto je i trebalo dokazati. O

Podsetimo se da smo prilikom trazenja prezentacije podgrupe datog monoida na
slican nac¢in dobili generatorni skup i da smo koristili funkciju 7 kako bismo dobili
prezentaciju same podgrupe. Medutim kako je ovde situacija opstija u smislu da
posmatrana H-klasa ne mora biti grupa, da bismo dosli do prezentacije mora¢emo
uvesti jos jednu funkciju.

Posmatrajmo sve R-klase monoida S i neka je R R-klasa u kojoj se nalazi H.
Kako je R leva kongruencija posmatramo sledece. Ako je za neke s € S, Ry, Ry €
S/R ispunjeno sR; C Ry, pisSemo s * Ry = Ry. Posmatramo sledeéi skup:

{R' € S/R|(3s € S)(s* R = R)}.

Taj skup oznacavamo sa © = {R;|i € J} i dodajemo mu element Ry definisan na
sledeéi nacin:
s* R; = Ry ako i samo ako s x R; ¢ O,
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S*ROIR().

Za svako j € J biramo re¢ r; € X* koja Ce reprezentovati klasu R;. Bez uma-
njenja opstosti uzimamo da l,w € J, 1lg € Ry, r1 =\, R=R,, r, = h.

Ako je r; € S, predstavnik klase R; onda ¢emo predstavnika klase s * R; gde je
s € S obelezavati sa 74,;. Takode, pod indeksom s * j ¢emo u stvari podrazumevati
indeks £ € J takav da je s x R; = Ry.

Za svako x € X isvako j € J, pri ¢emu je x * R; # Ry, biramo re¢ s, ; € X*
takvu da vazi sledece:

XTj = TgujSa -

Sada, dajemo definiciju ve¢ najavljenog preslikavanja.
Definicija 4.16. Definisemo funkciju 7 : D — X*, gde je
D ={(w,j)|jeJ, we X" w*xR; # Ry},

na sledeéi naéin:

T‘-(A’j) = A’

m(wz,j) = m(w, T * j)s, ;.

Ova definicija se moze prosiriti do:
W(w1w2;j) = 7T(UJ1,UJ2 *j)ﬂ(w27j), gde je j € J, wi,ws € X7, wiwy * Rj # Ry.

Lema 4.17. Neka suw € X* i j € J proizvoljni takvi da je w * R; # Ry. Tada
relacija:
Wrj = Ty (W, 7),

vazi u S.

Dokaz. Dokaz dajemo indukcijom po duzini reéi w. Za |w| = 0, tj. w = A imamo
r; =rj, dok za |w| = 1, odnosno w = z, x € X, imamo:

J]’f‘j = Tz*jsw’j,

pa je tvrdenje u oba slucaja zadovoljeno. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za sve reci
w € X* takve da je |w| < n. Neka je sada w proizvoljna re¢ duzine n > 1, i neka je
w = zu, gde je x € X, au € X*. Tada koriste¢i induktivnu hipotezu imamo:

Wrj = 2Urj = Ty T(U, J) = Toue (2, w*x J)T (U, J) = rygm(w, j),

sto je i trebalo pokazati. O
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Kako za sve i € I i sve x € X takve da je H;x # Hp imamo hp;xp,, € H sledi
da postoji re¢ (b ) € X* takva da

hpixpéx = 5(bi,x)h-

Prosirujemo preslikavanje b; , — 5(b; ) do homomorfizma 5 : B* — X*.
Tada izmedu preslikavanja ¢ i S postoji veza data u sledec¢oj lemi.

Lema 4.18. Za svaku re¢ w € B* vazi:

ho(w) = B(w)h.

Dokaz. Dokaz dajemo indukcijom po duzini re¢i w. Za |w| = 01 |w| = 1 tvrdenje
o¢igledno vazi. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za sve rec¢i duzine manje od n.
Neka je w € B* proizvoljna, takva da je |w| = n i neka je w = b;,u za neke
bix € B,u € B*. Tada kako su ¢ i  homomorfizmi i koriste¢i induktivnu hipotezu
imamo da vazi:

ho(w) = ho(b; zu) = ho(bix)p(u) = hpirp;, Bu)h =
= B(biz)B(u)h = B(bigu)h = B(w)h,
¢ime je dokaz zavrsSen. O
U sledec¢oj lemi dajemo vezu izmedu preslikavanja (5 i preslikavanja m

Lema 4.19. Zal €I, w e J i sveu € B*, vazi sledece:

(1) Blu) kw =w,

(2) 1-7(B(u),w) = 1.
Dokaz. (1): Na osnovu prethodne leme imamo:

Blu)r, = B(u)h = he(u) € H C R = R,

¢ime je relacija (1) dokazana.
(2): Na osnovu prethodne leme, tvrdenja pod (1) i Leme 4.17. imamo:

hﬁ(ﬁ(U), W) = Twﬂ'(ﬂ(U), w) = Tﬁ(u)*wﬂ'(ﬁ(u)?w) =
= Bu)ry = Bu)h = he(u) € H = Hi,
¢ime je dokaz zavrsSen. O

Vratimo se na, ve¢ pomalo i zaboravljeno, pronalazenje prezentacije grupe I'.
Kako smo sada upoznati sa svim funkcijama koje nam trebaju za konstruisanje
prezentacije, dajemo i glavnu teoremu ove glave, odnosno prezentaciju grupe I'.
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Teorema 4.20. Neka je S proizvoljan monoid definisan prezentacijom (X|R), a
H njegova proizvoljna H-klasa. Tada je Schiitzenbergerova grupa I'(H) definisana
prezentacijom

(B|%r),
gde je Rr skup sledecih relatora:
i,u)=71(,v), (€I, uve X" (uv)€ R, Hu# Hy),
u,j)) =71(,7(v,5)), (@el, jeJuwveX* (uv)eR, H CSry),
Rr3) 7(1,7(B(biy),w)) =bin, (i €1, x€ X, Hx # Hy),

Dokaz. Pokazimo prvo da relatori (Rrl)—(Rr4) vaze u grupi I'. Podsetimo se da
generator b; , reprezentuje element ¢(b;,)/o grupe I'. Dakle, da bismo ispitali da i
relacija u = v vazi u I' u stvari treba proveriti da li vazi ¢(u)/o = ¢(v)/o, odnosno
da li ho(u) = ho(v) vazi u S.

(Rrl): Za svei € I, u,v € X*, takve da (u,v) € R, Hyu # Hy relacija 7(i,u) =
7(i,v) vazi u L.

Koristeé¢i Lemu 4.15. i relator (u,v) € R dobijamo da
ho(7(i,u)) = hpiup;, = hpp;, = hé(7(i,v)),
vazi u S sto je i trebalo pokazati.

(Rr2): Zasvei eI, je Ju,ve X, takve da je (u,v) € Rt H; C Sr,,; relacija
T(i,m(u,j)) = 7(i,m(v,7)) vazi uT.
Kako v = v vazi u S sledi da ur; = vr; vazi u S pajeiuxj = v*j, Dalje, na
osnovu Leme 4.17. imamo da relacija

Tusi T (W, J) = Typuym(v, j)  vaziu S.
Neka je ¢ € X* takvo da je hp; = qry.;. Tada, kako je:
C]’l“u*jW(U,j) = QTU*jTF(U,j),

imamo
hpf”(“? j) - hpiﬂ('l}? j)a

idajeim(u,j)=1in(v,j). Sada, koriste¢i Lemu 4.15. dobijamo:

ho(7(i,7(w, ) = i (W, §)Pin(ugy = A0iT (0, ) Dinogy = hO(T (0, 7(u, 7)),



42 GLAVA 4. R-S METOD ZA SCHUTZENBERGEROVE GRUPE

Sto je i trebalo pokazati.
(Rr3): Za svei e I, x € X takve da H;x # Hy, relacija 7(1,7(6(bis),w)) = bi
vazi u I'.

Na osnovu Leme 4.15. imamo:

h¢<7—(17 ﬂ-(ﬂ(bi,m)a w)) = hplﬂ-(ﬁ(bi,z)> w)pllﬂr(ﬁ(bi’z),u.;))a

Sto je na osnovu Leme 4.17. dalje jednako

hﬂ—(ﬁ(@',x)a w)pll = hﬂ—(ﬁ(@,x)a W)a

a to je na osnovu Leme 4.17. i Leme 4.18. jednako

B(bi,x)rw = ﬂ(bl,x)h = h¢(bz,x)
Dakle dobili smo:

hd)(T(lv ﬂ-(ﬁ(bi@)v W)) = h¢(b%,$)a

Sto je i trebalo.
(Rrd): 7(1,7(h,1)) = A.

Na osnovu Leme 4.17. imamo:
h = hry = rpan(h,1) =r,m(h,1) = hr(h, 1),
pa je na osnovu toga 1 - mw(h,1) = 1. Sada, na osnovu Leme 4.15. imamo:

hqb(T(la 7T-(h7 1))) = hplﬂ(hv 1)p/1-7r(h,1) = hﬂ-(hv 1) =h= h¢(/\)a

Sto je i trebalo pokazati.

Slede¢i zadatak nam je da pokazemo da je proizvoljna relacija koja vazi u I' u
stvari posledica od relatora (Rpr1)—(Rr4). Za to ¢e nam trebati tri pomocéne leme
koje ¢emo u nastavku izloziti.

Lema 4.21. Za proizvoljnu re¢ w € B* relacija

(1L, 7(B(w)h,1)) = w,
je posledica od relatora (Rrl)—(Rr4).

Dokaz. Dokaz dajemo indukcijom po duzini re¢i w. Ako je |w| = 0 onda je ova
relacija u stvari relator (Rr3), a ako je |[w| = 1 onda je oblika (Rr4), pa u oba

slucaja tvrdenje vazi. Pretpostavimo sada da tvrdenje vazi za sve reci ¢ija je duzina
manja od n. Neka je |[w| = n i neka je w = uv za neke u,v € B* takve da je
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lu|, |[v] > 0. Tada na osnovu definicija preslikavanja 7 i 7, homomorfizma 5 i na
osnovu Leme 4.19. imamo:

(1, 7(B(w)h,1)) = 7(1,7(B(uv)h,1))
= 7(1,7(B(u)B(v)h,1))
= 7(L,7(B(u), B(v)hx 1)m(B(v)h, 1))
= 7(1,7(B(u), B(v) *w)m(B(v)h,1))
= 7(1,7(B(u), w)m(B(v)h, 1))
= 7(1,7(B(u),w)m(B(v), B(v)h * 1)m(h,1))
= 7(1,7(B(u),w)m(B(v),w)n(h,1))
= 7(1,7(B(u), w)m(B(v), w)w(h, 1))
= 7(1,7(B(u),w)r(1-7(B(u),w),n(B(v),w)r(h,1))
7(1, m(B(u),w)T(1, m(B(v),w)m(h,1))
= 7(Lm(B(u),w)r(1, 7(B(v),w))r(1,7(h,1))
= 7(1,7(B(wh, )7(1,7(B(v)h,1))7(1,7(h, 1))
Sto je i trebalo pokazati. O

Lema 4.22. Neka su «, f € X*, i (u,v) € R takvi da auf predstavlja element klase
R. Tada je relacija:

(1, m(aup, 1)) = 7(1, 7(avB, 1)),
posledica relatora (Rrl)—(Rr4).

Dokaz. Kako u S vazi u = v sledi da je uf x 1 = v * 1 pa je:
T(L,m(a,up 1)) = 7(1, m(c, v % 1)).
Dalje, tvrdimo da je relacija:
T(1-m(a,uf*1),m(u, f*1)) =7(1 - w(a,vB * 1), 7w(u, B * 1)),

relacija oblika (Rr2). Zaista, kako je auf € R, ufl € Ryp.q sledi da aryga € R pa
na osnovu Leme 4.17. imamo da je:

aryge = Toupa (o, uf 1) = rym(a,uf * 1) = hr(a,uf * 1).

Dakle, 1-7(a,uf*1) # 01 aryp«a € Hix(a,uge1) N STuss1- Na osnovu £ duala Leme
4.2(5). dobijamo da je Hi.r(auss1) € STus«1 pa imamo da je relacija 7(1 - 7(o, uf *
1), 7(u, B % 1)) zaista relator oblika (Rr2).
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Na osnovu Leme 4.17. imamo da u S vazi:
hr(ou, B % 1) = roupam(au, f 1) = aurga = avrgg = hr(av, 5 * 1),

pa je
L-m(au,f*x1) =1 7(av,x1),

odnosno
T(1-m(ayup 1), m(u, fx1)) =7(1 - w(a,v8 x 1), 7(u, B % 1)).

Sada, na osnovu definicija preslikavanja 7, 7 i prethodno pokazanog imamo:

(L, m(aup, 1)) = 7(1,7(a,uf * 1)w(uf, 1))

= 7(1,m(,uf x \)m(u, B x 1)m(B,1))
T(L,m(a,uf x 1)) 7(1-m(a,uf * 1), 7(u, 8 x1)m(5,1))
(1, m(a,uf 1)) 7(1-w(a,uf * 1)), 7(u, 5 *1))
T(1- (e, uf « D)m(u, B+ 1),7(8,1))

= 7(,m(e,vB8 1)) 7(1-7w(a,vB % 1)), m(u, 1))
T(L- (e, v * N)m(v, B+ 1), 7(5, 1))

= 7(1,m(awp, 1)),

¢ime je dokaz zavrSen. O

Vra¢amo se na dokaz teoreme. Podsetimo se da nam je preostalo da pokazemo
da ukoliko su u,v € B* proizvoljne reci, takve da v = v vazi u I" onda se (u,v)
moze dobiti kao posledica od relatora (Rprl)—(Rr4). Neka su u,v € B* proizvoljne
i neka u = v vazi u I', $to je ekvivalentno sa ho(u) = ho(v) vazi u S. Dalje je na
osnovu Leme 4.18. vazenje relacije ho(u) = ho(v) u S ekvivalentnao sa tim da vazi
B(u)h = f(v) u S. Tada postoji niz reci iz X*

Bu)h = ay,...,a, = B(v)h,

takav da je ag4q dobijeno od «j direktnom primenom relacije iz fR. Na osnovu
Leme 4.22. sledi da je svaka re¢ 7(1, m(ag11, 1)) dobijena od 7(1, w(ay, 1)) direktnom
primenom neke od relacija (Rrl)—(Rr4). Zbog toga, relacija

7(1,w(B(u)h, 1)) = 7(1,7(B(v)h, 1)),
je posledica relacija (Rr1)—(Rr4). Na kraju, primenom Leme 3.19. dobijamo da su
i relacije
u=T1(1,7(B(u)h,1)), odnosno v=7(1,7(B(v)h,1))
posledice od (Rr1)—(Rr4), dakle i relacija u = v je posledica relatora (Rp1)—(Rr4),
¢ime je dokaz ove teoreme u potpunosti zavrsen. O
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Kao posledicu ove teoreme dobijamo rezultate slicne onima koji se dobijaju
kao posledica Reidemeister-Screierovog metoda za podgrupe kona¢nog indeksa u
konaé¢no prezentiranim grupama.

Posledica 4.23. Neka je S konacéno prezentiran monoid i neka je H njegova pro-
izvoljna H-klasa takva da su ispunjeni sledeci uslovi:

(1) R-klasa R od H ima konacno mnogo H-klasa,
(1) skup © je konacan.
Tada je Schiitzenbergerova grupa klase H konacno prezentirana.
Takode vazi i rezultat dat u sledec¢oj posledici.

Posledica 4.24. Ako je S konacno prezentiran monoid koji ima konacno mmnogo
levih i desnih ideala onda su sve Schiitzenbergerove grupe od S konacno prezentirane.



Glava 5

Primer primene metoda
Reidemeister-Schreiera

U ovoj glavi ¢emo prikazati kako se Reidemeister-Schreierov metod primenjuje na
konkretnom problemu.

5.1 Maksimalne podgrupe slobodno idempotent-
no generisanih polugrupa

Neka je S proizvoljna polugrupa i E(S) = {e;|i € I} skup svih idempotenata

polugrupe S. Uvodimo novu azbuku X = {z;|i € I} takvu da su X i E(S) u

bijekciji, odnosno postoji funkcija ¢ : E(S) — X takva da je 1(e;) = x; za sve
1€ 1.

Definicija 5.1. Slobodna idempotentno generisana polugrupa na E je polugrupa
IG(F) definisana prezentacijom:

(X|Y(e)(e;) =(ee;), zasvei,je I takve da je {e;,e;} N{ee;,eje;} # 0).

Po dogovoru, umesto 9 (e;) piSemo samo e;, mnozenje elemenata e; i e; kao
simbola pisemo kao e;-e;, a mnoZenje u polugrupi S pisemo kao e;e;. Uz te dogovore,
a radi pojednostavljenja zapisa umesto prezentacije polugrupe IG(S) navedene u
gornjoj definiciji piSemo:

(Ele;-ej =eiej, zasvei,j € I takve da je {e;,e;} N{ee;,eje;} # 0).

Osobine polugrupe IG(E) dajemo u sledecoj lemi.

Lema 5.2. Neka je S proizvoljna polugrupa i IG(E) slobodno idempotentno gener-
isana polugrupa na E. Tada IG(S) ima sledeée osobine:

46
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(IG1) Postoji prirodan homomorfizam ¢ : IG(E) — S’, gde je S potpolugrupa polu-
grupe S generisana sa E,

(IG2) Restrikcija homomorfizma ¢ na skup idempotenata polugrupe IG(E) je bijek-
cija na F,

(IG3) Homomorfizam ¢ preslikava R klasu (L-klasu) elementa e € E na odgo-
varajucu klasu elementa e € S’. Ovo indukuje bijekciju izmedu skupa svih
R-klasa (L-klasa) D-klase elementa e € E i odgovarjuéeg skupa u S,

(IG4) Restrikcija homomorfizma ¢ na maksimalnu podgrupu polugrupe IG(E) koja
sadrzi idempotent e je homomorfizam na maksimalnu podgrupu polugrupe S’
koja sadrzi e.

Ako posmatramo slobodne grupe nad skupom X, one su maksimalne grupe
generisane sa X u smislu da je svaka druga grupa generisana skupom X u stvari ho-
momorfna slika grupe Fx. Primetimo da zbog osobine (IG1) isto vazi i za slobodno
idempotentno generisane polugrupe nad skupom idempotenata, i to je upravo oprav-
danje za re¢ "slobodna” u njihovom nazivu. Teorema Nielsen-Schreiera nam kaze da
su sve podgrupe slobodne grupe takode slobodne, i pitanja takvog tipa su vrlo in-
teresantna za proucavanje. Tacnije, pitanje je: ako je data neka slobodna struktura,
da li su sve njene podstrukture ponovo slobodne (u varijetetima odgovarjuéeg tipa)?
Poznato je da potpolugrupa slobodne polugrupe ne mora biti slobodna, a kakva je
situacija sa podgrupama, tj. maksimalnim podgrupama raznih polugrupih slobodnih
konstrukcija? Tako su maksimalne podgrupe slobodnih idempotentno generisanih
polugrupa predmet istrazivanja poslednjih 30-tak godina. U nekoliko radova na tu
temu [9, 10, 11, 15, 16] su dati dovoljni uslovi koji garantuju da su maksimalne pod-
grupe slobodne. Tako je Nambooripad 1979. u radu [10] postavio hipotezu da su
sve maksimalne podgrupe slobodnih idempotentno generisanih polugrupa slobodne.
Prvi kontraprimer je dat od strane Brittenhama, Margolisa i Meakina ([1]), koji su
algebarsko-topoloskim metodama, pomoc¢u fundamentalnih grupa povrsi, pokazali
da je Z x Z maksimalna podgrupa slobodno idempotentno generisane polugrupe
koja nastaje od odredene 72-elementne polugrupe. To nije bio njihov jedini kon-
traprimer [2]. Medutim, dok je jos rad [1] bio u stampi, Gray i Ruskuc u radu [4]
dokazuju da ovo nije neki "sporadican” slucaj, ve¢ da je situacija u izvesnom smislu
upravo suprotna od onog S$to sugerise Nambooripadova hipoteza. Oni su primenili
Reidemeister-Schreierov metod za podgrupe polugrupa [13] i dobili, mozemo redi,
vrlo neocekivane rezultate. Naime, vaze sledece cetiri teoreme.

Teorema 5.3. Svaka grupa je maksimalna podgrupa neke slobodno idempotentno
generisane polugrupe.

Teorema 5.4. Svaka konacno prezentirana grupa je maksimalna podgrupa neke slo-
bodno idempotentno generisane polugrupe koja nastaje od konacne polugrupe.
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Teorema 5.5. Svaka grupa je maksimalna podgrupa neke slobodno idempotentno
generisane polugrupe koja nastaje od reqularne polugrupe.

Teorema 5.6. Svaka konacna grupa je maksimalna podgrupa neke slobodno idem-
potentno generisane polugrupe koja nastaje od konacne reqularne polugrupe.

U ovom radu ne¢emo dati konstrukcije koje nam pruzaju rezultate iz gore nave-
denih teorema. U slede¢em odeljku prikaza¢emo kako se u jednom specijalnom
slucaju [15] mogu dobiti slobodne podgrupe slobodno idempotentno generisanih
polugrupa na vrlo elegantan nacin, primenom Reidemeister-Schreierovog metoda.
Napominjemo da se slicnom metodom dobijaju i gore navedeni rezultati.

5.2 Primer slobodne idempotentno generisane
polugrupe sa slobodnim podgrupama

U ovom odeljku prikaza¢emo konstrukciju jedne slobodno idempotentno generisane
polugrupe koja je takva da je njena maksimalna podgrupa slobodna grupa.

Za polugrupu S kazemo da je pravougaona traka ako je idempotentna i zado-
voljava xyz = xz za sve x,y,2z € S. Lako se dobija da je svaka pravougaona traka
izomorfna polugrupi By, ; za neke skupove I, J, tako da su njeni elementi e; ;, 7 € I,
j € J, dok je mnozenje dato sa:

€i i€kl = €]l

)

Ako je E skup svih idempotenata (Sto je u ovom slucaju cela polugrupa), posma-
trajmo IG(F). Tada ¢e IG(E) biti data prezentacijom:

<E\ €ij€il = €il, €ijCkj = €ij, kel jle J> = <E‘ 9@

Kako su sve H-klase koje sadrze idempotent i pripadaju istoj D-klasi izomorfne
grupe, i kako u naSem slucaju imamo samo jednu D-klasu, mozemo posmatrati bilo
koju H-klasu, pa neka to bude ona koja sadrzi idempotent e; ; = e. Dakle, trazimo
prezentaciju maksimalne podgrupe H polugrupe IG(F) koja je u stvari H-klasa
koja sadrzi e; ;. Nije tesko videti da nam je skup koseta tada C = {C;|j € J}, gde
je C; = He, j, gde je i € I proizvoljno. Dalje, za predstavnike koseta C; biramo
elemente 7; = ey , 7‘3 =e11.
Uvodimo novu azbuku

B = {b],m|] € va € BI,J} = {b<j7€k7l>’ ke [ajal € ’]}7
i preslikavanje ¢ : B — B; ; dato sa:

d(b(J,er1)) = €11 €1 €pr- €11 =€1," €kl €11
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Dalje, neka je 7 : A — B*, gde je
A={(j,w)|je Jwe Bj,;}

dato sa:
T(j, A) = A,

T(j7 €kl w) = b(ja ek,l)T(l7 U))

Prezentacija podgrupe H nam je po Reidemeister-Schreierovom metodu u stvari
prezentacija (B|QRp), gde se Ry sastoji od relatora:

(R1) 7(j,u) = 7(j,v), zasve j € J, u,v € Bj ;, takve da je (u,v) € R,
(R2) 7(1l,e1;-exi-e11) =b(j,exy), zasve keI, jle ],

Pokaza¢emo da se Tietzeovim transformacijama SRy moze svesti na prazan skup.
Posmatrajmo, e; je;; u By j, gdesut € I, j,1 € J proizvoljni. Tada je e; je;; = e
pa kako je onda e; ; - e;; = e;; relator iz 28 dobijamo na osnovu (R1) da:

7(1, €ij - €i,z) = 7(17 €i,j)7(j7 ei,l) = 7(17 €i,l),

pa je
T(j,ein) = (1, €)' m(1 eiy) (%),

dakle svako 7(j, €;;) mozemo dobiti pomoéu 7(1,¢€;;) 1 7(1,€;;), Sto nam daje da su
nam u nastavku interesantni samo generatori oblika b(1, e, ).
Dalje, kako je e; jer; = €; 5, i,k € 1,5 € J proizvoljni, e; ; - e ; = €;; je relator iz
R, pa na osnovu (R1) imamo:
T(Leij-exny) = 7(1ei5)7(j, exy) = 7(1, €i),
pa za j = 1 dobijamo da je 7(1,e51) = 1.
Ako iskoristimo sada (R2) dobijamo da za proizvoljne k € I, j,1 € J vazi:

T(l, €15 €kl " 61,1) = b(]7 ekJ)?

odnosno
7(1, el,j)T(ja ek,z)T(l, 61,1) = b(j, ek,z),

pa na osnovu definicije preslikavanja 7 i na osnovu () imamo da je:

7'(1, 61,;‘)5(]7 €k,z)7'(1, 61,1)717(17 61,1) = b(.ja ek,l)7

odnosno
T(l,e1;) =7(1,e1y), zasve jleJ,



50 GLAVA 5. PRIMER PRIMENE METODA REIDEMEISTER-SCHREIERA

pa kako je 7(1,e1,1) = 1, dobijamo da je
T(l,e1;) =1, zasvejeJ
Dakle, dobili smo da je podgrupa H u stvari definisana prezentacijom:
<{b(1aez,j)7z € ]7j € ‘]}| b(17€1,j) = 17b(176i,1) = 17Z € -[7.] € J>a
tj.
<{b(1>ei,j)ai el \ {1}a] €J \ {1}}’®>7

odnosno H je slobodna grupa ranga (|| — 1)(|J| — 1).
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