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Predgovor

Frakcioni rac¢un (eng. fractional calculus) je oblast matematicke analize koja
se bavi izuCavanjem i primenom izvoda i integrala prozvoljnog realnog ili komple-
ksnog reda, a stara je koliko i klasi¢ni kalkulus kakvim ga poznajemo danas. Koreni
sezu do kraja 17. veka kada su Njutn i Lajbnic postavljali osnove diferencijalnog i
integralnog racuna. Taé¢nije, Lajbnic je prvi upotrebio oznaku d"/dx" f(z) za n-ti
izvod funkcije f u svom pismu Lopitalu iz 1697. godine, verovatno pretpostavlja-
juéi da je n prirodan broj, na $ta je Lopital odgovorio upitavsi ga koje je znacenje
izraza za n = 1/2?7 Ovom rec¢enicom roden je frakcioni ra¢un. Ne zadugo, novom
teorijom su poceli da se bave mnogi poznati matematicari i nauc¢nici tog doba,
medu kojima su Ojler, Riman, Liuvil, Abel, Furije... Do kraja 20. veka otkrivene
su mnoge fizicke manifestacije i razli¢ite primene frakcionog ra¢una. Modeli zasno-
vani na frakcionim diferencijalnim jednacinama su se pokazali korisnim u fizici,
mehanici, elektrotehnici, biohemiji, medicini, finansijama, teoriji verovatnoce i
mnogim drugim naukama koje su se razvijale poslednjih decenija. Interesantna je
¢injenica da se u relativno novoj grani psihologije, tzv. matematickoj psihologiji,
sistemi jednacina frakcionog reda mogu upotrebiti za modeliranje ponasanja ljudi.

U ovom radu nastojalo se da se frakcioni ra¢un uvede pomocu veé poznatih
matematickih pojmova kao i da se prikaze primena na razli¢itim poljima nauke.
Rad sadrzi pet glava i organizovan je na slede¢i na¢in. Prva glava sadrzi osno-
vne pojmove matematicke analize koji se koriste pri definisanju frakcionih ope-
ratora. Date su definicije prostora integrabilnih, apsolutno neprekidnih i nepre-
kidnih funkcija kao i neka osnovna tvrdenja vezana za njih. Pored toga, inte-
gralne transformacije (Furijeova, Melinova i Laplasova) i specijalne funkcije frakci-
onog racuna (Gama i Beta funcija, Mitag-Leflerova, Gausova hipergeometrijska i
Beselova funkcija). U drugoj glavi je detaljno izloZena teorija Riman-Liuvilovih
frakcionih operatora. Date su definicije i osnovne osobine izvoda i integrala, sa
akcentom na svojstvu polugrupe koje frakcioni integrali zadovoljavaju, dok kod
frakcionih izvoda isto ne mora da vazi. Pokazana je veza izmedu frakcionih izvoda
i integrala kao recipro¢nih operatora kao i teoreme analogne teoremama klasi¢nog
kalkulusa (teoreme o razmeni limesa i integrala (izvoda), frakciona Tejlorova teo-
rema, Lajbnicova formula za racunanje frakcionog izvoda proizvoda funkcija i



formula za parcijalnu integraciju). Na kraju glave su dati primeri frakcionih izvoda
i integrala nekih elementarnih funkcija i ve¢ pomenute integralne transformacije
primenjene na Riman-Liuvilove integrale i izvode. Treé¢a glava daje drugaciji
pristup definisanju frakcionih izvoda koji imaju Siroku primenu. Data je definicija
Kaputovih izvoda i neke osnovne osobine, kao i veza sa Riman-Liuvilovim opera-
torima, a tu su i transformacije Kaputovih izvoda. Cetvrta glava je posveéena pri-
meni frakcionih operatora u modeliranju pojava sa kojima se svakodnevno sre¢emo.
Akcenat je na difuzionim procesima i viskoelasti¢nim svojstvima materijala koji
se sve viSe upotrebljavaju. Prikazano je nekoliko frakcionih modela koji se koriste
u fizici, medicini, stomatologiji i biologiji. Na kraju, u petoj glavi, kao prilog je
dat kratak istorijski pregled razvoja frakcionog racuna i tablice izvoda i integrala
nekih najcesée koriséenih funkcija.
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Glava 1

Uvod

U ovom poglavlju dajemo definicije i tvrdenja poznata iz opste analize, a koja ¢e
nam koristiti u definisanju frakcionih izvoda i integrala kao i u reSavanju jednacina
koje u sebi sadrze frakcione operatore. Date su definicije LP prostora i prostora
apsolutno neprekidnih i neprekidnih funkcija kao i osnovna tvrdenja vezana za njih,
zatim osnove integralnih transformacija i specijalnih funkcija frakcionog racuna.
Tvrdenja su uglavnom bez dokaza a za vise detalja pogledati [11], [18] i [20].

1.1 Prostori integrabilnih, apsolutno neprekidnih i ne-
prekidnih funkcija

U ovom odeljku dajemo definicije razli¢itih prostora funkcija na intervalu [a,b],
—x0<a<b< oo

1.1.1 Definicija Neka je n € Ny. Sa C"([a,b]) oznacavamo prostor funkcija f
koje su n puta neprekidno diferencijabilne na [a,b] sa normom

n

£llen =D 1FPleo =D max [fP(z)], neNp.
P o z€[a,b]

Specijalno, zan = 0, C°([a,b]) = C([a,b]) je prostor neprekidnih funkcija f na [a,b]
sa normom

[flle = max [f(z)].
z€[a,b]

Sa C* = C*([a,b]) oznacavamo prostor beskonaéno diferencijabilnih ili glatkih
funkcija na [a,b].



1.1 Prostori integrabilnih, apsolutno neprekidnih i neprekidnih funkcija

1.1.2 Definicija Neka je 1 < p < oo. Sa LP([a,b]) oznacavamo skup Lebeg-
merljivih funkcija f na [a,b] za koje je || f]l, < oo, gde je

b

1= ([ 1@ az)”, 1<p<os,

| fllcoc = esssup |f(x)] := inf{c € ]R‘ |f(x)| < e, skoro svuda nala,b]}.
a<z<b

Napomenimo da su dve funkcije koje su jednake skoro svuda na [a,b], tj. koje
se razlikuju do na skup mere nula, jednake u prostoru LP([a,b]). Drugim rec¢ima,
elementi prostora LP([a,b]) su klase ekvivalencije funkcija, gde su funkcije f i g
ekvivalentne ako je f(x) = g(z) skoro svuda na [a, b].

Moze se pokazati da u prostoru Lebeg-merljivih funkcija vaze sledeé¢e nejednakosti:

1. Helderova nejednakost, za p > 1 i % + % =1:
b
t/V@MUNﬁ=ﬂUthHﬂme> f e L*(la,b]), g € L([a, b)).

2. Kosi-Svarcova nejednakost:
b
| [ 1090 dt| < fllallglls Fog € (ot
a

3. Nejednakost Minkovskog:

1f+9llp < Wfllp + Mgl fr9 € LP([a,b]).

4. Uopstena nejednakost Minkovskog:
p\1/p 1/p
([ | [r@mas|)" < [an( [istepar)”,
o Qo Qo o
f e Lr(la,b] x [e,d]).

Koriste¢i nejednakost Minkovskog se moze pokazati da su || f||, i || f||ec iz definicije
1.1.2 norme na LP([a, b]).
Iz Helderove nejednakosti dobijamo da na kona¢nim intervalima vazi

L2 ([a,0]) € LP%([a,b]) i [[fllpe < cllfllprs



1.1 Prostori integrabilnih, apsolutno neprekidnih i neprekidnih funkcija

ako je 1 < ps < p1ic=const.
Takode vazi i Fubinijeva teorema koja dozvoljava promenu redosleda integracije
kod viSestrukih integrala.

1.1.3 Teorema Neka je Q1 = [a,b], Q2 = [c,d], gde su —o00 < a < b < o0,
—o0 < ¢ < d < oo, i neka je f(x,y) merljiva na Q; x Qo. Ako bar jedan od
integrala

[ [t@wan [y [r@mde [ [ raydeay
Qo Qo 1951

(911 Q1 %82
apsolutno konvergira, onda su sva tri integrala jednaka.

Koristi¢emo i specijalni sluc¢aj Fubinijeve teoreme, poznatiji kao Dirihleova formula

/bdx/xf(w,y)dyz/bdy/bf(x,y)dw (L.1)
@ a a

koja vazi pod pretpostavkom da bar jedan od integrala apsolutno konvergira.

Neka je sada [a,b] konacan interval, tj. —oo < a < b < co. Definisimo prostore
apsolutno neprekidnih funkcija.

1.1.4 Definicija Funkcija f je apsolutno neprekidna na intervalu [a,b] ako za
svako € > 0 postoji & > 0 tako da za svaki konacan, po parovima disjunktan niz
podintervala [a, by] C [a,b],k =1,2,...,n, za koji je Y ,_,(by, — ag) < 9§, sledi da
je 31 (f(bx) — flax)) <e.

Prostor apsolutno neprekidnih funkcija na [a,b] se oznacava sa AC([a,b]).

Poznato je da se prostor AC([a,b]) poklapa sa prostorom primitivnih funkcija od
LY([a, b])-funkcija, odnosno,

xz

b
f e AC([a,b]) & f(x) = c+/<p(t) dt, /\(p(t)\ dt < oo, (1.2)

a

tj. ¢ € L([a, b]). Otuda sledi da je izvod apsolutno neprekidne funkcije apsolutno
integrabilna funkcija, tj. f'(z) = ¢(z) skoro svuda na [a,b] i ¢ = f(a). Obrnuto
u opstem slucaju ne vazi. Naime, apsolutna neprekidnost funkcije ne sledi nuzno
iz postojanja apsolutno integrabilnog izvoda skoro svuda, Sto ¢e biti od velikog
znacaja u teoriji frakcionog integro-diferenciranja.



1.2 Integralne transformacije

Za n € N sa AC™([a,b]) oznacavamo prostor funkcija f koje imaju neprekidne
izvode na [a,b] do redan —1i f™=1) € AC([a,b]), odnosno

AC([a,0)) = {r € ¢ M(la,B]) | F7V € AC([a,]) }.

Specijalno, AC([a,b]) = AC([a,b]).
Slede¢a lema daje karakterizaciju prostora AC™(]a,b]).

1.1.5 Lema Funkcija f pripada prostoru AC™([a,b]) ako i samo ako se moZe
zapisatt u obliku

T

n—1
! i /(x—t)"_lgo(t) dt + ) " cp(z — a)F, (1.3)
k=0

f(ﬂﬁ):(nf1

a
gde je o € L*([a,b]), a ¢k proizvoljne konstante, k = 0,1,...,n — 1.

Jednakost (1.3) sledi direktno iz definicije prostora AC"([a,b]), (1.2) i poznate
formule za racunanje n-tostrukog integrala.

1.2 Integralne transformacije

U ovom odeljku ¢emo se upoznati sa osnovnim integralnim transformacijama kao
§to su Furijeove, Melinove i Laplasove transformacije, koje ¢emo u nastavku kori-
stiti.

1.2.1 Furijeova transformacija

Neka je f funkcija jedne realne promenljive. Furijeova transformacija funkcije f
se definise kao

o0

FHNO = FO) = [ f@)de. ¢eR (14)
Inverzna Furijeova transformacija je data sa:
FlO@) =5 [ gl wer (15)

Prethodni integrali apsolutno konvergiraju za funkcije f,g € L'(R) kao i za
funkcije f,g € L%(R).



1.2 Integralne transformacije

Ponekad je korisno Furijeovu transformaciju zapisati u slede¢em obliku:

Gint
L @) da (1.6)

1T

(FF@)(E) = jg /

1.2.1 Napomena Radi jednostavnijeg zapisa, ¢esto se izostavlja promenljiva x,
ukoliko ne dovodi do zabune, i pisemo samo (Ff)(§) ili Ff(€). Podjednako ¢emo

koristiti sve ove oznake.
Za ”dovoljno dobre” funkcije f i g, ove transformacije su jedna drugoj inverzne,
tj. vazi

Flrf=f i FFlg=y

kao i sledec¢a relacija
(FEE) = f(=9).

Sledeca osobina daje vezu Furijeovih transformacija i operatora translacije 7y, i
dilatacije ITy definisanih sa

(thf)(x) = f(x —h), x,heR (1.7)

(II\f)(z) = f(Az), z€R,A>0 (1.8)

respektivno.
Za funkcije f € LF(R), k = 1,2, vazi:

(Frnf)(€) = e “"(Ff)(&)

FLNE =5 FN(S)

(Fe“"f(2))(€) = (T=aF)(€) = (FNE+a), EacR.

Ako je f € L'(R) tada je (Ff)(€) neprekidna ograni¢ena funkcija koja tezi nuli kad
|¢| — oo. Brzina opadanja funkcije F f u beskonacnosti je u vezi sa regularnoséu
funkcije f. Ta veza je data sledeé¢im jednakostima

(FD" f())(§) = (=i&)"(F f(x))(§), neN (1.9)

D" (F f(x))(§) = (F(iz)" f(x))(§), neN (1.10)
i vaze za funkcije f € C*(R) za koje je f*¥) € L1(R), gde je k =0, 1, ...,n.



1.2 Integralne transformacije

Konvolucija funkcija f i g se definie pomocu integrala
(F9)@ = [ flo -ttt ar (1.11)

i dobro je definisana u slede¢im sluc¢ajevima:
e ako f, g€ L'(R) tada i f x g € L'(R),
e ako f € L}Y(R), g € L*(R) tada i f x g € L%(R),

e ako f, g € L*(R) tada je konvolucija funkcija f i g neprekidna, ograni¢ena
funkcija koja se anulira u beskonaénosti.

Furijeova transformacija konvolucije je data Furijeovom konvolucionom teoremom.

1.2.2 Teorema Neka je ispunjen jedan od prethodnih uslova. Tada je Furijeova
transformacija konvolucije f x g data sa

(F(f *9)(&) = (FNHIE(Fg)(E)-

Takode navodimo sinusne i kosinusne Furijeove tansformacije funkcije f

(Fuf)(©) = / cos(éx) f(z) dz, € € R,
0

(F1)(E) = / sin(éx)f(z) dv, €€ RY,
0

i odgovarajuce inverzne transformacije

o

(7o) = - [ eostagle) s, @ BT,
0

o)) = 2 [sin(@e)g©)de. v e R,
0



1.2 Integralne transformacije

1.2.2 Melinova transformacija

Neka je f funkcija jedne realne promenljive. Melinova transformacija funkcije f
se definiSe kao

[e.e]
(MF()(s) = f*(s) := /ts_lf(t) dt, seC, (1.12)
0
a inverzna Melinova transformacija za z € R™ je data sa
y+ico
1
M)W =5 [ ogls)ds, 7 =Re(s) (113)
y—100
Prethodne relacije se mogu izvesti iz (1.4) i (1.5) zamenom f(z) sa f(e*) iix sa s.
Tako uslovi za konvergenciju integrala u definiciji vaze na osnovu odgovarajuéih
uslova za konvergenciju Furijeove i inverzne Furijeove transformacije.
Neka od osnovnih svojstava Melinove transformacije su:

(Mf(at))(s) = a*(M[)(s), aeR"
(M f(t)(s) = (T—aMf)(s) = M[)(s +a), s,aeC
1 ]

(MAEN(s) = 1 MH(3): @ €R(0).

Ponavljajuéi parcijalnu integraciju, dobijamo i bitnu vezu za Melinovu transforma-
ciju n-tog izvoda funkcije f, n € N.

(MD"f)(s) = / D (1)t dt
0

o0

= [D s - 5—1)/D"—1f(t)ts—2dt
0
= [D"_lf( )t~ 1”0 (s —1)(MD"™ 1f)(:s—l)

-
_ (=1)*T(s) n—k—1 s—k—17j00 , (=1)"I'(s) s—n
= kZO T PO Ry MG =),

§to se moze zapisati i u obliku:

n—1
WMD" 1)) = Y- B ot e s HEEE ) ()
k=0

(1.14)



1.2 Integralne transformacije

Specijalno, ako zamena donje i gornje granice anulira funkcije u sumi, dobijamo
pojednostavljenu formulu:

I'l—s+n)

(MD"f)() = =5 o

(Mf)(s —n),

gde je I' specijalna Ojlerova gama funkcija o kojoj ¢ée vise reci biti u odeljku 1.3.1.
Melinov operator konvolucije funkcija f i g se definise za t € R na sledeéi naéin:

T

(Fog)@ = [1(5)s0) 5.

0

Teorema konvolucije za Melinovu transformaciju uz iste pretpostavke kao u teoremi
1.2.2 je oblika

(M(f 0 9))(s) = (M[)(s)(Mg)(s).

Poznato je da se Melinovom transformacijom eksponencijalne funkcije dobija gore
pomenuta gama funkcija:

(Me ) (2) =T(z), Re(z) > 0.

1.2.3 Laplasova transformacija

Neka je f : RT — C, i s € C. Laplasova transformacija funkcije f se definise kao

[e.o]

(LF)(s) = F(s) = / et f(t) dt. (1.15)

0

Za egzistenciju integrala (1.15) je potrebno da je funkcija f eksponencijalno ograni-
¢ena, Sto znadi da postoje konstante M > 01 a € R takve da za neko tg > 0 vazi

|f(t)] < Me™, Vit > to.

Inverzna Laplasova transformacija se definise kao

vy+ioco
g0 = 5 [ eols)ds, (1.16)
y—100

gde je v = Re (s).



1.2 Integralne transformacije

Koriste¢i Melinovu transformaciju moze se pokazati da se inverzna Laplasova
transformacija moze zapisati i u obliku

y+ioco
_ 1 x=°
(€)@ =5 [ Froge @ -sds 7 =Re(s) <1,
Y—1%00

Ako su za funkcije f1 i fo definisane Laplasove transformacije, tada vazi

L(crfr + caf2) = c1lL(f1) + c2L(f2), c1,02 €R,

tj. vazi linearnost Laplasove tranformacije.

Jednostavnim ra¢unom mogu se izrac¢unati Laplasove transformacije nekih eleme-
ntarnih funkcija:

(L1%)(s) = F(;jll) a> -1
(Le)(s) = ——
(e (s) = O
(L cosat)(s) = ﬁ
(£ sinat)(s) = 51—

Jedno od najkorisnijih svojstava Laplasove transformacije je tzv. konvoluciona
teorema. Naime, ako pretpostavimo da vaze uslovi teoreme 1.2.2, moze se pokazati
da je

(L(f = 9))(s) = (Lf)(s)(Lg)(s), (1.17)
gde je konvolucija funkeija f i g data u (1.11).
Laplasova transformacija se moze dobiti i od Furijeove transformacije uzimajudci
da je f(t) =0 za t < 0 i zamenom promenljive ix = s.
Istaknimo jos i da kad god odgovarajuce Laplasove transformacije postoje, vaze i
sledece jednakosti analogne onim za Furijeove transformacije:

(LTf)(s) = e‘Sh(Ef)(S)
(£ 1)) = 1 (£6) ()

) =
(Le ™ f(1))(s) = (T aﬁf))(S) (Lf)(s+a), s,a€R
DMLF())(s) = (=1)"(LE"f())(s), neN

n—1

(LD"f)(s) = s"(LS)(s) = Y s" " 1D F)(0). (1.18)

k=0



1.3 Specijalne funkcije

1.3 Specijalne funkcije

Specijalne funkcije, kao $to su gama, beta ili Mitag-Leflerova funkcija imaju zna-
¢ajnu ulogu u frakcionom racunu. U daljem radu ¢emo dosta koristiti gama i
beta funkciju, stoga ¢emo ih detaljno obraditi i upoznati se sa njihovim bitnim
osobinama.

1.3.1 Gama funkcija

Gama funkcija (Cesto se naziva i Ojlerova gama funkcija) I' se definise preko tzv.
Ojlerovog integrala druge vrste i glasi:

oo
[(z):= /e_ttz_l dt, zeC, (1.19)
0
gde je 7=l — e(zfl)lnt.
Jasno je da integral (1.19) konvergira za sve kompleksne vrednosti z za koje je
Re (z) > 0.
Zaista, imamo
oo [e.e]
[(z+iy) = /e—tti’?—”i?f dt = /e_ttz_leiylntdt
0 0
oo
= /e_ttw_l[cos(y Int) 4+ isin(yInt)]dt,
0

gde je izraz u uglastim zagradama ogranicen za svako ¢, zatim konvergencija u
beskonac¢nosti je obezbedena sa e~!, a za konvergenciju u nuli moramo imati x =
Re(z) > 1.

1.3.1 Napomena Cesto se u literaturi moze naéi i opstija definicija gama funkcije:
gama funkcija I' je meromorfna funkcija nezavisne promenljive z i njena recipro¢na

vrednost je oblika
1 a Z\— 7
=TT (1 7)
['(2) = kl;I1 ( Tx ’

gde je v = 0,57721566... Ojlerova konstanta.
Ovde mozemo primetiti da nema dodatnog uslova da je Re(z) > 0.

Jedna od osnovnih osobina gama funkcije je da ona zadovoljava redukcionu formulu

I'(z+1)==2I'(2), Re(z) >0, (1.20)
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1.3 Specijalne funkcije

koja se lako moze pokazati parcijalnom integracijom.

Koriste¢i prethodnu relaciju, Ojlerovu gama funkciju mozemo produziti i na levu

poluravan, tj. za vrednosti Re (z) < 0 na sledeéi nacin:

I'(z+n)
(2)n

gde je (z)n, Pohamerov simbol za z € C i n € Ny definisan sa:

I'(z) = Re(z) > —n,neN, zeZ; :={0,-1,-2,...}, (1.21)

(z)o=1, ()n=2(z+1)---(z4+n-1).
Sada jednostavno dobijamo sledece identitete:

'n+1)=(1),=n!

r
I(z) = (z+n) .
z2(z4+ 1) (z+n—-1)
Primetimo da za ovako zapisanu gama funkciju mozemo lako zakljuciti da je ana-

liticka svuda u kompleksnoj ravni C, osim i tackama z = 0, —1, —2... u kojima ima
polove prvog reda i moze se predstaviti formulom

re) = - oG] 2ok keN
T TRk : = 0,

Sto sledi zamenom 2 =1—-—nin—1=%.

1.3.2 Napomena Oznaka f(z) = O(g(z)), z — a, Cita se "funkcija f je veliko

O funkcije ¢” i znaci da za € > 0 za koje je |z — a] < € sledi gg)) < M, za neko
M < oo.

Koeficijent (z + k)~! u okolini pola z = —k se naziva reziduum (ostatak) gama
funkcije u oznaci ResT'(z) = (_kl!)k.

Jos neke osobine gama funkcije su:

1. Opsta diferencna jednakost:
[(z+n)=(2)I(2),

o TE (Y
Fe-n =~ a=a. @
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1.3 Specijalne funkcije

2. Funkcionalna jednakost

T()T(1—z) = —~

sin z7’

r(3)- v

3. Duplikaciona (Lezandrova) formula

r(22) = 2?;:F(z)f‘<z + 1)

i uopstena Gaus-Lezandrova multiplikaciona formula

mm==3 7! k
I'(mz)—m T(z + —), m=2,3
2m 2 oo
4. Stirlingova formula
['(z) = V2rz? 1+ (’)(*)], largz| <, |z| = o0
z
i njene posledice:

n! = 27m(ﬁ "

e) [1+(’)<%>], n — oo,
Do+ in)| = VarlyP e 1 +0(L )],y o0

5. Koli¢nik dve gama funkcije razvijen u red u okolini beskonac¢nosti
_ a b a—b —N-1

I‘(i = Z o HT0ETT,

co =1, larg(z+a)| <m, |z| = o0

Koristicemo jos i Ojlerovu psi-funkciju koja se definise preko izvoda logaritma
gama funkcije

v(z) = S r() = 5

(1.22)
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1.3 Specijalne funkcije

1.3.2 Beta funkcija

Beta funkcija B(z,w) se definise preko Ojlerovog integrala prve vrste
1
/tz Y1 —t)«“~tat,  Re(z) >0, Re(w) > 0. (1.23)
0
Posmatrajmo funkcije f(u) = v*~1 i g(u) = u¥~1, tada je
u
(Fg)@ = [ 7= tar,
0
pa uvodedéi smenu 7 = vu dobijamo
1
(f * g)(u) = w1 /vz_l(l —v)“ v,
0
Sada iz teoreme o konvoluciji Laplasove transformacije imamo

LBz w) = Lo L) = D)
pa sledi da je

et (TN (w [(2)D(w)ute—t
Bz w) = L 1( (83+0E )>: ()F((zﬂ)—w)

Odavde dobijamo veoma bitnu vezu izmedu gama i beta funkcije koja je data

formulom:

I'(2)I'(w)

I'z4+w)’
Integral (1.23) ima smisla i za vrednosti Re (z) =0 ili Re(w) =0 (2 #0, w #0) i
tada imamo samo uslovnu konvergenciju. Naime, slede¢i limes postoji i poklapa se
sa analitickim produzenjem B(z,w) s obzirom na w i vrednosti Re (w) = 0, w # 0:

B(z,w) = (1.24)

1—¢
B(z,i) = lim 711 — 1) "1dt, Re(z) >0, 6 #0.
0

Takode se koristi i sledeéi integral koji se dobija iz (1.23) pomoéu smene t =
y+ (@ -yt

o0

[0t = - ) B L - a - ),

T

x>y, 0<Re(a) <1—Re(f).
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1.3 Specijalne funkcije

1.3.3 Mitag-Leflerova funkcija

Neka je z € C, a > 0, funkcija definisana preko stepenog reda sa

=y (1.25)
— I( ak +1)

se naziva Mitag-Leflerova funkcija' jednog parametra.
Jasno, za a = 1 1 @ = 2 dobijamo razvoje eksponencijalne funkcije i hiperboli¢nog
kosinusa:

kz:: zk— Es(2) = Z (ZZk:)' = cosh(v/2).

Za o = n € N moze se pokazati da za funkciju E,(\z") vazi sledeca diferencijalna
formula

(%)”En(mn) = \E,(\2"), AeC,

(&) [ e(3)] = S E(5). s#oaec

Takode, imamo i integralnu reprezentaciju za a > 01 z € C (|arg(z)| < 7):

kao 1

y+ioco
Ea9) =55 | ey
Y—1i00

Iz (1.12) dobijamo da je Melinova transformacija Mitag-Leflerove funkcije

(ME(-0)(s) = Ty

za 0 < Re(s) < 1, dok je Laplasova transformacija nesto komplikovanija i stoga je
ne¢emo navoditi.
Dvoparametarska Mitag-Leflerova funkcija se definise za o« > 01 5 > 0 1 glasi

kzzo I( ak +B) (1.26)

Jasno je da se Mitag-Leflerova funkcija jednog parametra moze definisati preko
dvoparametarske Mitag-Leflerove funkcije za § = 1, odnosno E, 1(2) = Eq(2).

Tako se naziva Mitag-Leflerova funkcija, prvi put se pojavljuje u radovima Vimana, a osnovna
svojstva su detaljno obradili Agraval i Humbert ¢etiri decenije kasnije.
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1.3 Specijalne funkcije

1.3.3 Napomena Primetimo da se pri definisanju funkcija nigde ne pominje
konvergencija reda, medutim, uz pomo¢ Stirlingove formule se moze pokazati da
red konvergira za svako z € C.

Analogne diferencijalne formule za dvoparametarsku Mitag-Leflerovu funkciju vaze:

d
ﬁ 1 _ pB—n—1 n
(dz) Bus(A\e") = 25" 1E, 5 (A"), AeC

() Foms(3)] - SRe(2). <#oee

kao i integralna reprezentacija

Y+ico
SREEERY § CUECTRS

Melinova transformacija dvoparametarske Mitag-Leflerove funkcije je oblika
L(s)I'(1 —s)
T(B—as)

Koriste¢i dvoparametarsku Mitag-Leflerovu funkciju za razli¢ite vrednosti para-
metara « i £, mozemo definisati mnoge dobro poznate funkcije:

(MEq,p(=1))(s) =

E -y _ Zo_F
SIOEDY T(k+1) =2 e
k=0 k=0
0 k 0 k oo z
z 1 e —1
ELQ(Z) _kzor(k+2) _kzo Z
) 00 Z2k 0 Z?k
E =N _- = cosh
21() =) T2k + 1) =2 (2k)! —
k=0 k=0
0 2 oo 2k+1 .
1 smhz
B (2?) = -
22(2) kzor2k+2 ZZ;) 2% +1)! B

1.3.4 Gausova hipergeometrijska i Beselova funkcija

Gausova hipergeometrijska i Beselova funkcija su veoma znacajne za frakcioni
ra¢un jer se pojavljuju prilikom reSavanja frakcionih integrala nekih elementarnih

funkcija.
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1.3 Specijalne funkcije

Gausova hipergeometrijska funkcija oF1(a,b; c; z) se definise na jedini¢noj kruznici
pomoc¢u sume hipergeometrijskog reda

o0

k
oF1(a,b;c; z) Z (O k" (1.27)
k=0

gde su a,b € C, ¢ € C\Z, parametri i promenljiva |z| < 1, a (a), Pohamerov
simbol definisan u 1.3.1. Red apsolutno konvergira za |z| < 11i za |z| = 1 kad
je Re(¢c —a —b) > 0. Za ostale vrednosti promenljive z definiSe se analiticko
produzenje reda preko Ojlerove integralne reprezentacije

oFi(a,b;c;2) = - 1 )T b- 11— zt) % at,

O\H

0 < Re(b) < Re(c), |arg(l — 2)| < .
Kumerova funkcija se definise preko Gausove hipergeometrijske na sledeéi nacin

((ac)'z blLIgogFl (a,b; c; %), |z| < 0.

M8

1Fi(a;c;2) =

i
o

Sada mozemo definisati Beselovu funkciju J,(z) pomocéu hipergeometrijske funkcije

oo
()FlCZ Z

k:0

AN alimlFl(ac ), |z] < o0

na sledeéi nacin:

1 \V . 22 B 0 (_1)k(z/2)2k+u
W)= 155 ) or(v+1-5) = kzo foricow O

Beselova funkcija se moze predstaviti i u Poasonovoj integralnoj reprezentaciji

1
_ (2/2)" / 2\v—1/2 1
Ju(z) = T (v +1/2) (1—1t%) cos(zt)dt, Re(v)> 5"
-1
Specijalno za v = —1/2 i v = 1/2 imamo

J_12(2) = (3)1/2 COS 2 i Jij2(2) = (i) i sin z.

Tz Tz
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Glava 2

Riman-Liuvilovi integrali i
izvodi necelog reda

Postoji vise pristupa definisanju izvoda i integrala necelog reda, a najcesce se ko-
risti Riman-Liuvilov pristup i moze se na¢i u gotovo svim knjigama i radovima
posvecenim ovoj temi. Neke od pomenutih knjiga, odakle su i preuzete definicije
i tvrdenja koja slede u nastavku teksta su [6], [7], [11], [12], [16], [17], [18] i [20].

U stvaranju racuna sa integralima i izvodima necelog reda, veoma znacajnu ulogu
je odigrala Abelova integralna jednacina

xT

1 p(t)

dt = , >a,0<a<l, 2.1

| o= ez a0<a 24
a

Jasno, za o = 1 imamo ¢ = f’. Za vrednosti 0 < o < 1 (slu¢aj o > 1 se svodi na

prethodni kad je 0 < a < 1), moze se izra¢unati (jedinstveno) resenje jednacine i

ono je oblika
xT

o(z) = — 24 /f(t)dt. (2.2)

T T(1-a)dz ) (xz—t)®
Sliéno, p(z) = —F(ll_a) % f; 0 t’i (;))a dt je resenje Abelove jednacine oblika

1 /(t gp(t) adt:f(x)y r<bh0<a<l.

Ako je f apsolutno neprekidna funkcija na [a, b], tada (2.1) ima jedinstveno resenje
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2.1 Definicija i osnovna svojstva Riman-Liuvilovih integrala i izvoda

u prostoru L!([a,b]), i moze se zapisati na sledeé¢i naéin

#@) = - a) fo—(a«i)a ! / <f—(tt)> dt]'

a

Vodedi se jednac¢inom (2.2) kao i nekim poznatim rezultatima iz klasi¢ne analize,
definisa¢emo izvode i integrale necelog reda o € R.

2.1 Definicija i osnovna svojstva Riman-Liuvilovih inte-
grala i izvoda

Poznato je da se n-tostruki integral funkcije ¢ moze rac¢unati po formuli

/da:/dm / ) dx = nil) /I(x—t)”lnp(t)dt,

a

sto se lako pokazuje indukcijom po n. Kako je (n — 1)! = I'(n) imamo da desna
strana gornje jednakosti moze imati znacenje i za necele vrednosti n, tako da se
prirodno namece sledeé¢a definicija integrala necelog reda.

2.1.1 Definicija Neka je f € L'([a,b]) i o > 0. Tada se levi Riman-Liuvilov
integral reda o funkcije f, u oznaci (I f, definise kao

J2f@) = e [w= 0 O, we o] (2.3)

a

dok se desni Riman-Liuvilov integral reda o funkcije f, u oznaci . Ii' f, definise kao

b
O F (@ Pl/ oLE(0)do,  x € [a,b)] (2.4)

Gore definisani integrali funkcije f € L!([a,b]) postoje skoro svuda na [a,b], a
takode su elementi prostora L'([a,b]) §to se moze pokazati (na primer za levi
Riman-Liuvilov integral) tako $to zapisemo

x [e.o]

/ (x — 0)" 1 £(0) d = / o1( — 0) a(6) dO).

a —00
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2.1 Definicija i osnovna svojstva Riman-Liuvilovih integrala i izvoda

gde su

p1(u) =

u"l, O<u<b-a
0, inace

p2(u) = { f(ug: ?nz?c: =

Po konstrukeiji su obe funkcije ¢1, 2 € L'(R) pa na osnovu teoreme o konvoluciji
i poznatih osobina Lebegovih integrala sledi da je i pocetni integral takode u
L1([a,b).

Primetimo da vazi i sledeca jednakost:

Qajg = xIl?Qa

gde je @ "refleksivni operator” definisan sa (Qy)(z) = p(a + b — x).
Veoma bitno je svojstvo polugrupe operatora frakcione integracije.

2.1.2 Teorema Neka su o, 3> 04 f € L'([a,b]). Tada vaZi
2Ll f(0) = 3P f (@), oLy f(2) = o1 (@),

skoro svuda na [a,b).
Specijalno, ako je f € C([a,b]) ili a+ B > 1 onda jednakost imamo na celom skupu
[a, b].

Dokaz.

T

A3 S f(z) = aL?(F(lﬂ) / (w—e)ﬁ‘lfw)de)

a

_ r(lg)r(la) /x(a: _ gt (/6(9 ) dT) d6

a

= F(lﬁ)F(la) / /(az — 00— )P f(r) do dr,
0
pa uvodenjem smene promenljivih § = 7 + s(z — 7) dobijamo
z 1
() = r(lﬁ)r(la) / /(3: 7= s =) (s — )P () (@ — 1) ds dr
a 0
= (xx)
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2.1 Definicija i osnovna svojstva Riman-Liuvilovih integrala i izvoda

(¥%) = //x—fa 1 -9t @ — 1) f(r)dsdr

1
_ oy f yectA=1 _ gjamlgh-t
= r(ﬁ)rm)/(l’ e 0/1 °) dsdr

a

Vidimo da je integral fol(l —5)* s 1ds = B(a,p) = FIS(O‘OBJE(B’%) pa sada lako
dobijamo tvrdenje

a 718 ) = 1 1 F(OK)F(B) xx_TaJrﬁfl N dr = a+p "
e N IR At B (e L Al )

a

Dokaz za desni Riman-Liuvilov integral ide analogno.

Drugi deo teoreme vazi jer ako je f € C([a,b]) tada je i oI5 f € C([a,b]) pa je i
a I8 f € C(a,b]), a takode i (1317 f € C([a,b]). Sada, kako se dve neprekidne

funkcije poklapaju skoro svuda na [a, b], sledi da se moraju poklapati i na celom

skupu [a, b].

Ako je f € L*([a,b]) i @+ B > 1 onda iz prvog dela imamo da je

dgall f(x) = I3 f(2) = I3 L (),

pa kao u prethodnom razmatranju imamo neprekidnost i poklapanje na celom
skupu, sto je i trebalo pokazati. O

Takode, moze se pokazati da vazi i komutativnost Riman-Liuvilovih integrala,
odnosno vazi slede¢a propozicija.

2.1.3 Propozicija Pod uslovima teoreme 2.1.2 vazi jednakost
ol ol f(x) = ol oI} f(2)
Dokaz. Iz prethodne teoreme imamo
Iy dy f(2) = 50 f (@) = oI T f (@) = oIy oI £ (),

odakle sledi tvrdenje. O

2.1.4 Napomena Iz prethodne dve teoreme sledi da operatori
{2 : L ([a,b]) — L*([a,b]) : > 0}

formiraju komutativnu polugrupu. Identi¢ki operator I je neutralni element ove
polugrupe.
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2.1 Definicija i osnovna svojstva Riman-Liuvilovih integrala i izvoda

U sledec¢oj definiciji ¢emo se upoznati sa inverznim operatorom frakcione integracije
koga nazivamo frakcioni izvod.

2.1.5 Definicija Neka je f € AC([a,b]) i0 < a < 1. Tada se levi Riman-Liuvilov
izvod reda o funkcije f, u oznact DS f, definise kao

D) = Sl @) = e | g eelatl (25)

a

dok se desni Riman-Liuvilov izvod reda o funkcije f, u oznaci . Dy f, definise kao

b
D3 = (= )l @ = o (- ) [ e e 20

x € [a,b].

Prethodna definicija dozvoljava da je o = 0 §to daje DS f(x) = DY f(z) = f(x).
Primetimo da smo integrale definisali za proizvoljno a > 0, medutim u definiciji
izvoda stoji da je 0 < a < 1. Pre nego sto predemo na slucaj kada je a« > 1,
dajemo dovoljan uslov za postojanje frakcionih izvoda.

2.1.6 Lema Neka je f € AC([a,b]). Tada za 0 < o < 1, DI f i oDy f postoje
skoro svuda na [a,b]. Stavise, D2f, D3 f € LP([a,b]),1 <p<1l—a, i

w1 f@ [ fO)
Pl =5 ) hx—a)a + [ o d‘)} @7)

a

b
1T W) 70)
D) = 17 s~ e ) (28)

x

Dokaz. Koristedi definiciju Riman-Liuvilovog izvoda i pretpostavku f € AC([a,b]),
dobijamo

DG = ey [ HO@— 0

0

_ P(ll_a);i/(f(a)—i—/f’(u)du)(:r—@)_o‘de
o ) ’
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2.1 Definicija i osnovna svojstva Riman-Liuvilovih integrala i izvoda

S
r(11_a) <(xf_(acz)a +Za/a/f’(u)(x—0)a dud@).

Na osnovu Fubinijeve teoreme 1.1.3 o zameni redosleda integrala, dobijamo

D) = (s /f ) )

Sada iz osnovnih svojstava diferenciranja parametarskih integrala dobijamo tvrde-
nje. O

Postoje primeri da i uz nesto slabije uslove koje funkcija f mora da zadovoljava,
operator frakcionog izvoda je dobro definisan. Na primer, moguce je naéi frakcione
izvode funkcije koja ima integrabilne singularitete '. Posmatrajmo slede¢u funkciju
flz)=(z—a) ™™ 0<pu<l.

Tada dobijamo tzv. Ojlerovu formulu

oD (x —a)™ = (2.9)

Zaista,

o
Dz —a)yh = d/w D"

Uvodenjem smene promenljivih z = 0 — a dobijamo

1 d o 2 #
= fi-aa / @—a—zp
0
1 d o z#
© T(l-a)dx O/ @—api-=)p®

= (k%)

!Neprekidna, lokalno integrabilna funkcija f na (a,z) ima integrabilni singularitet reda r < 1
u tacki 0 = a ako je limg_,4(0 — a)" f(6) = const # 0.
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2.1 Definicija i osnovna svojstva Riman-Liuvilovih integrala i izvoda

Smenom § = —*-

1
1 d —a) HETH
(k%) = 1—adm/ xx_aa s e (z —a)d
0
1
_ 1 d 1 « —
- o [eraea
0
= w-u—aw-aﬂ(l—u,l—a).

Koristedi relacije za beta i gama funkciju (1.24) i (1.20) dobijamo
l—p—a I'1l-pld-o)
'l -« N2—up—a)
Il —p)
Nl—p—a)

oD (x —a)™H

Az —a)hO

o0y

§to je i trebalo pokazati.

Ocigledno, za p = 1 — «, koristeéi svojstvo gama funkcije I'(m) = +oo za m =
0,1, ..., imamo daje . D% (x—a)* ! = 0, pa mozemo primetiti da funkcija (z—a)®~!
kod izvoda , D¢ igra istu ulogu kao konstanta kod klasi¢nih izvoda. Takode imamo
i da QOjlerova formula vazi i kada je p < 0. Stoga, za u = 0 dobijamo da je
oDSc # 0, za svaku konstantu ¢ € R. Ove ¢injenice su od velikog znacaja u radu
sa frakcionim ra¢unom zbog velikih razlika u osobinama izmedu ovako definisanih
necelih i ve¢ dobro poznatih klasi¢nih izvoda.

Predimo sada na definiciju frakcionih izvoda reda « za o > 1. U tu svrhu ko-
risti¢emo sledeée oznake: za a > 1 piSemo « = [o] + {a}, gde je [a] ceo deo, a
{a}, 0 <{a} < 1, racionalni deo broja «.

2.1.7 Definicija Neka je f € AC!*([a,b]) i a > 1. Tada je

D) = (YD @) = (D) @), e o),
«Dy f(2) = <— C;x>[a}xD§a}f(x) = (_ (Z)[Q]H 1— {a}f( ), € [a,b].

Dakle,zan—1 < a <n,n € Ni f e AC"([a,b]), imamo da je [a] =n —11i
{a}=a—-]aj=a—-n+1

1 sdy\n [ 6
D2 f(z) = m(%) /(:E_J;()a)mde, z € [a,b)], (2.10)

a
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2.1 Definicija i osnovna svojstva Riman-Liuvilovih integrala i izvoda

i analogno,

b
1 d\" f(0)
DO fr)= —— (=N [ T g 0. 2.11

b /(@) I'(n—«) ( dac) / (0 — x)a—ntl z € o 0] (2.11)
Ponovo, ako stavimo aw =n — 1 u (2.10) i (2.11), respektivno, i kako je [o] =n —1
i {a} = 0 dobijamo

d d

D) = () aD0s @) = ()" f),

i respektivno

D) = () Lopr@) = (— )" )

Dovoljan uslov za postojanje levog i desnog Riman-Liuvilovog izvoda reda « za
a € [0,1) iz leme 2.1.6 vazi i u slu¢aju kada je n — 1 < a < n. Dakle, dovoljno je
da

= b
| = . | = e 0 < A

Takode, zan — 1 < a < n,n € N, imamo
oDy (r—a)* " =0, 1 Dy(b—x)*""=0,

kao i ,Dc#0,i,Dpc#0, cecR.

U teoremi 2.1.2 smo videli da Riman-Liuvilov operator integracije ima svojstvo
polugrupe, pa se prirodno postavlja pitanje da li i operator diferenciranja zadovo-
ljava isto. Odgovor je potvrdan pod odredenim uslovima, §to ¢emo videti u sledecoj
teoremi, dok u opsStem slu¢aju ne mora da vazi.

2.1.8 Teorema Neka je a, 3 > 0, ¢ € L'([a,b]) i neka je f = J2P o, Tada vazi
WD DS f = DOTP .

Primetimo da nije neophodno da je funkcija ¢ zadata eksplicitno, veé¢ je dovoljno
da znamo da takva funkcija postoji.

Dokaz. Radi jednostavnijeg zapisa koristi¢emo oznaku D™ umesto (%)". Iz
pretpostavke teoreme i definicije Riman-Liuvilovog izvoda imamo

oD Dl f(x) = (D2DE 10 Pp(x) = DI 1=} AT [1=48} 1048 (2)
D[O‘]Halg}_o""[o‘]D[6]+1a1;_6+[5]a1§+ﬂ90(56).
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2.1 Definicija i osnovna svojstva Riman-Liuvilovih integrala i izvoda

Koriste¢i poznat identitet D",I7f = f gde je n € N i svojsvo polugrupe inte-
gralnog operatora, dobijamo

oDSaDYf(w) = DI pmetlel plost piPlteg g
= platt plmatlel plBl+t 148 1o (z)
= D[a]ﬂali_aﬂa]a ()
= Dl [l ()
= ¢(z).

Dakle, dobili smo da je oD%, D} f(z) = ¢(x).
Sliéno se pokazuje i da je aD?*fo(:c) = ¢(x) odakle sledi tvrdenje. O

Pokazimo da ukoliko nisu zadovoljeni uslovi teoreme svojstvo polugrupe kao i zakon
komutativnosti za Riman-Liuvilove izvode ne moraju da vaze.

2.1.9 Primer Neka je f(z) = (z—a)"/?ia = § = 1/2. Tada iz Ojlerove formule
(2.9) imamo da je

DS f(x) = oDy (@ —a) =0 i DJf(z) = Dy*(x—a)™? =0,

odakle sledi da je i aDganf(x) =0.
Medutim,

oDYF2( —q)™V2 = DYz —a)"V? = —1/2(x — a) 73/
Dakle, aDgH'ﬂf(x) # 0, pa ne vazi svojstvo polugrupe, tj.
«D3aD}f(x) = aD7aD} f(x) # oD P f(2).
Neka je sad f(z) = (z —a)/?ia =1/2, § = 3/2. Imamo
JDY2f(@) = VR/2 a DY) =0,
pa je o DY, DY?f(z) = 0, ali ,DY?,DY*f(z) = —n/d(x — a)~3/? £ 0 (videti
odeljak 2.5).

Dakle,
oD% Df f(x) # D2, D2 f (),

pa ne vazi komutativnost frakcionih izvoda.
Operacije frakcione integracije i diferenciranja s kojima smo se ve¢ upoznali za

realno o > 0 se mogu prirodno prosiriti i na sluc¢aj kompleksne vrednosti o za
Re (a) > 0. Slucaj Re (a) = 0 ¢emo posebno diskutovati.
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2.1 Definicija i osnovna svojstva Riman-Liuvilovih integrala i izvoda

Jasno je da su gore definisani integrali i izvodi reda «, a > 0, ustvari integrali i
izvodi kompleksnog reda a (Re () # 0) gde je Im (o) = 0.

Razmotrimo sada izvod iskljuc¢ivo imaginarnog reda «, dakle Re (a) = 0. Neka je
a = iw. Tada se levi i desni izvod imaginarnog reda definisu formulama

oD f () = (1 i iw) CZI:/ (xf—(e@))i“ @, weled (212
j b
D) = e (- 1) [ gm0 € ] (2.13)

T

Primetimo da je definicija u potpunosti ista kao definicija (2.5). Medutim, za
definisanje integrala imaginarnog reda ne mozemo koristiti definiciju (2.3) zbog
divergencije integrala za o = iw pa prihvatamo da je [ f(z) = %aliﬂwf(x),
odakle sledi

@) = frry s | EOROd, selay @)
i 1 d /
) = e [0 00w, sewn (21

T

Da bismo kompletirali definiciju frakcionog integro-diferenciranja za svako a € C,
ostaje da se upoznamo sa identickim operatorom

Do =i f = f

Sto je u saglasnosti sa (2.14).

Kao §to je i ocekivano, ne postoji esencijalnih razlika izmedu integrala i izvoda
imaginarnog reda. Dalje, vazi analogno tvrdenje o egzistenciji i reprezentaciji
izvoda u slucaju 0 < a < 1, stoga izostavljamo dokaz.

2.1.10 Lema Neka je f € AC(|a,b]). Tada (DY f postoji za svako = i moZe se
predstaviti u obliku (2.7) za o = .

U narednoj teoremi dajemo dovoljan uslov za postojanje necelih izvoda proizvoljnog
komleksnog reda a, Re () > 0 u opstem slucaju (specijalni slucajevi za 0 < a < 1
i Re (a) = 0 su veé¢ diskutovani u lemama 2.1.6 1 2.1.10).
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2.2 Veza Riman-Liuvilovih integrala i izvoda kao reciprocnih operatora

2.1.11 Teorema Neka je Re(a) > 0 i f € AC"([a,b]), n = [Re(a)] + 1. Tada
o DS f i 2 Djf f postoje skoro svuda na [a,b] i mogu se predstaviti u obliku

«a n—1 1 T f(n)(e)
DS f (@ kZ::orlJrk_a(x_a)hrr(n—a)/(m—@)a—"“de (2.16)

nfl _1\n z (n)
D8 f(x 11+k_(a)(b—a:)k+ (=1) /(a;fx)ig_)nﬂ do.  (2.17)

OM

Dokaz. Kako je f € AC™(]a,b]), imamo reprezentaciju iz leme 1.1.5 iz prvog
poglavlja. Kada to zamenimo u (2.10) i stavimo

f(a)
K

p(0) = f0), o=

nakon jednostavnih transformacija dobijamo trazenu jednakost.
Druga jednakost se analogno dobija. O

2.2  Veza Riman-Liuvilovih integrala i izvoda kao reci-
procnih operatora

Dobro je poznato iz klasi¢ne analize da su operatori diferenciranja i integracije
reciprocni u datom poretku, drugim re¢ima, uvek vazi (d/dz) [ f(t)dt = f(),
medutim u ops$tem slucaju f; f'(t) dt # f(x) zbog pojavljivanja konstante — f(a).
Takode, (d/dz)". I} = f,n € N, ali (I*f)(z) # f(z), n € Ni 7 f™ se razlikuje
od f za polinom stepena n — 1.

Slicno, imacemo i da je (DS ISf = f, dok oIS,DS f nije obavezno jednako sa
f zbog linearne kombinacije funkcija (z — a)**, k = 1,2,...[Re (a)] + 1 koje, u
ovom slucaju, igraju ulogu polinoma kod frakcionog diferenciranja (videti (2.9)).

2.2.1 Teorema Neka je o > 0. Tada za svaku funkciju f € L'([a,b]) vaZi
oDgody f(x) = f(x) i oDi.Iy f(z) = f(x)
skoro svuda.

Dokaz. Sli¢no se pokazuje da tvrdenje vazi kako za levi, tako i za desni Riman-
Liuvilov izvod i integral pa ¢emo dati dokaz samo za levi. Slucaj kada je « = 0
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2.2 Veza Riman-Liuvilovih integrala i izvoda kao reciprocnih operatora

trivijalno vazi jer su tada oba oD i ,I? identicki operatori.
Za o > 0 postupak je analogan postupku u dokazu teoreme 2.1.8. Dakle, imamo

DE IS f(x) = Dl i={ed 1or(q)
= D[a]+1a[;—a+[a]a[§f($)
_ D[a]—‘—lalglj—&-[a}f(x)
= f(2),

§to je i trebalo pokazati. O

2.2.2 Napomena Prethodna teorema vazi i za funkcije f € LP([a,b]), 1 < p < co.

Dakle, utvrdili smo da je Riman-Liuvilov izvod ,Dg levi inverzni operator za
Riman-Liuvilov integral ,IY. Naravno, kao Sto smo ve¢ nagovestili u opstem
slu¢aju ne mozemo tvrditi da je i desni inverzni. U narednim teoremama ¢emo
videti kada to ipak vazi, a kada ne, i kako tada izgleda reprezentacija za oI5 q DS f.

2.2.3 Teorema Neka je a > 0. Ako postoji funkcija ¢ € L'(|a,b)]) takva da je
f(x) = oISp(z), = € [a,b], tada je

aly oDy f(z) = f(2)
skoro svuda.

Dokaz. Dokaz jednostavno sledi iz prethodne teoreme i definicije funkcije f:

LoDy [(2) = alza Dy (ol 9(2) = oIy (o Dy aly o(x)) = oIy ¢(x) = f(2).

a

2.2.4 Teorema Neka je o > 0 i n = [a] + 1. Neka je [ funkcija takva da je
A0 f € AC"([a, b)), tada je

n—l .’IJ o a oz k—1
Daf F Z£T+ Dn—k—lalg—af(z)‘
k=0

Specijalno, za 0 < a < 1 tmamo

l1-a
F(Oé) ngcrzl"" alz f( )

I3aD3 f(z) = f(o) —
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2.2 Veza Riman-Liuvilovih integrala i izvoda kao reciprocnih operatora

Dokaz. Primetimo prvo da limes na desnoj strani postoji na osnovu pretpostavke
A2 f € AC™([a,b]) odakle sledi neprekidnost za D"~ !, I~ f, a iz ekvivalencije
(1.2) imamo da postoji funkcija ¢ € L!([a,b]) takva da je

DM I f(w) = DRI f(a) + olpp(a).
Prethodna jednakost predstavlja diferencijalnu jednacinu reda n — 1 po oI~ “f
Cije je reSenje dato u obliku

JVOf (2 Z [ lim D IV f(2) + I o(x). (2.18)

z—at
k=0

Sada primenimo , D] ~“ na obe strane prethodne jednakosti, pa na osnovu teoreme
2.2.1 sledi

o DE (- —a)t "
fla) = Yt lim DRI f(2) + oD ()
k=0 )
n—1
pr—a(. k
= S PO i 1 f(e) 4 o DL ()
k=0 ’
n—1 (x_ )k-l—a—n

= lim D*,I1m @ + I .
I'k+a—-n+1) oot @)+ aliel(@)

)k+a7n

Da je o DI7%(- — a)k = (z—a

Thta—nt1) ¢emo pokazati u odeljku 2.5.

n—1 )k+a n

lim Dk, 1"~ Ie . 2.19
m+a_n+1>sz+ f@+aliple).  (219)

Dalje, po definiciji D¢ i zamenom u jednakost (2.18) dobijamo

gaDgf(x) = algDnaI;L_af(x)

n—1 (‘_ )
— aI;;D"[Z lim D* I f(2) + o120 | (2)

Pt k! z—at
n—1
IaDn k
— IOch In + a’x )] hm Dk In Oéf()
z—at
k=0
= alye(x).
Poslednja jednakost sledi iz teoreme 2.2.1 i ¢injenice da se u sumi svaki sabirak
anulira jer je m >k za k=0,1,...,m — 1.
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2.3 Frakcioni identiteti

Sada zamenom n — k — 1 sa k u (2.19) i iz prethodnog rezultata je

”_1 o a k—1
T2 D (@) = oIS p(x) = lim_ D"k, 100 f (),

F +
k:o zZ—ra

odakle sledi tvrdenje. a

Jo§ jedan od bitnih rezultata klasi¢ne analize je Tejlorova teorema koja se moze
uopstiti i na frakcioni rac¢un.

2.2.5 Teorema (Tejlorova teorema) Neka je f € AC™([a,b]), n € N. Tada za
svako z,y € [a,b] vazi

3
—

“fly) + 4 [2D" f ().
k=0

2.2.6 Teorema (Frakciona Tejlorova teorema) Neka su zadovoljeni uslovi teo-
reme 2.2.4. Tada je

(m_a)a—n
= Y gy e
/(@) F(a—n—i—l)z—lgl /)
+ r—a k+ain lim Dk; In af( )+ In—oz Dn—oef( )
ZFk—i—O&—n—i—l)z—er e e v

2.3 Frakcioni identiteti

U prethodnim odeljcima smo se upoznali sa osnovnim osobinama frakcionih inte-
grala i izvoda, kao i sa njihovom medusobnom vezom, a sada ¢emo videti joS neke
identitete koji, ocekivano, dosta podsecaju na ve¢ dobro poznate vezane za klasi¢ne
izvode i integrale.

U daljem tekstu, ako nije eksplicitno naglaseno, smatra¢emo da su frakcioni inte-
grali i izvodi dobro definisani.

Prvo ¢emo diskutovati razmenu redosleda limesa i integrala.

2.3.1 Teorema Neka je o > 0 i neka niz neprekidnih funkcija { fi,}5°; uniformno
konvergira na [a,b]. Tada moZemo izmeniti redosled operatora frakcione integracije
1 granicne vrednosti, tj.

(12 lim fi)(@) = (lim o123 )(2).
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2.3 Frakcioni identiteti

Dokaz. Neka je f granica niza funkcija { f}. Vazi da je tadai f takode neprekidna
funkcija. Sada imamo

W20 =L @) < g [ 100 = 1O~ 0 ap
1 f a—1
< Faglti= Al [@=0tap
1 «
= m”fk — [flloo(z — a)
1 «
< gl Sl
sto uniformno konvergira ka nuli za svako z € [a,b] kad k — oo. a

2.3.2 Propozicija Neka je f analiticka na (a —h,a+ h) za neko h > 0 i neka je

a > 0. Tada je
k+a

e’ = .CC—CL k
I3 f (@ 2% a+k o 2@

zaoa<z<a+h/2i

> x—ak+0‘ &
Z%r iriral @

za a <x <a+h. Stavise, JOf je analiticka na (a,a + h).

Dokaz. Za dokaz prve jednakosti koristimo definiciju Riman-Liuvilovog integrala

Lo fz) = /f x—0)*"df

i razvoj funkcije f u stepeni red u okolini tacke z. Kako je = € [a,a + h/2) red
konvergira na celom intervalu na kome integralimo. Zato, iz teoreme 2.3.1 mozemo
da razmenimo sumu i integral i na kraju iz jednakosti za frakcioni integral stepene
funkcije (detaljnije u odeljku 2.5 o elementarnim funkcijama), sledi tvrdenje.
Dokaz druge jednakosti se izvodi na sliCan nacin, ali sada razvijamo funkciju u
okolini tacke a, Sto nam daje konvergenciju reda na trazenom intervalu.
Analiticnost za (I3 f sledi iz druge jednakosti. O

Sledeca teorema govori o konvergenciji niza frakcionih integrala.
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2.3 Frakcioni identiteti

2.3.3 Teorema Neka je 1 < p < oo i neka je {my}32, niz nenegativnih brojeva
koji konvergira ka broju m. Tada, za svako f € LP([a,b])

lm % f =" f
k—o0

gde je konvergencija u smislu norme prostora LP([a,b]).

Pre nego sto formulisemo analogne teoreme prethodnim, a vezane za frakcione
izvode, videéemo da je operator frakcionog diferenciranja linearan. Naime, ako su
fi 1 fa dve funkcije definisane na intervalu [a,b] i c1,c2 € R, tada je

D3 (eifi+cafe) = c1- D3 f1 + c2- o D3 fo
i analogno za desni izvod

Dy (c1fi +cafa) =c1- 2Dy f1 +co- Dy fo.
Dokaz sledi direktno iz definicije ,Dg, odnosno ,Dj'.

2.3.4 Teorema Neka je oo > 0 i neka je { fi.}°°, niz neprekidnih funkcija koji uni-
formno konvergira na [a, b tako da DS fi, postoji za svako k. Neka niz {o DS fr}32 4
uniformno konvergira na intervalu [a + €,b] Tada za svako x € [a,b] imamo

(Jim D2 fi)(x) = (uDg lim fi)().

Dokaz. Kako je ,D% = D[O‘Hlafif{ ) ha osnovu teoreme 2.3. 1, niz {1, {a}f e
uniformno konvergira pa mozemo da razmenimo limes i frakcioni integral, a kako
([a] + 1)-i izvod niza uniformno konvergira na svakom kompaktnom podintervalu
(a, b], na osnovu teoreme iz klasi¢ne analize mozemo da razmenimo limes i izvod
za svako a < x < b, pa sledi tvrdenje. O

Sada mozemo izvesti i analogone propozicije 2.3.2 i teoreme 2.3.3.

2.3.5 Propozicija Neka je f analiticka na (a — h,a+ h) za neko h > 0 i neka je
a>0,a¢N. Tada

« _ - « (x_a)kJra k
oDZ f(7) —E%(k)MD f(z)
zoa<zr<a+h/2i
0 k+a
oz /(@ ZFk+1—aDkf(a)
=0

za a <x < a+ h. Stavise, ;D2 f je analiticka na (a,a + h).
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2.3 Frakcioni identiteti

Dokaz. Koristeci propoziciju 2.3.2 i definiciju operatora ,DS imamo da vazi

a]—a _ S a — [a} (.%' B a)k—l—[a]—a
oL f () = kZ:O ( ) )F(k+ a2 @)

gde smo koristili da je k!T'(a)(a + k) (") = (—1)*T'(k 4+ 1 4+ «). Diferenciranjem
jednakosti [a] puta po promenljivoj x, dobijamo

o0

D2 f(z) = kzzo (O‘ _k[o‘]) XCES) i - a)p[a} [(- — a)**ll=a Dk ] (2),

Iz klasiéne Lajbnicove formule (Teorema 2.3.7) sledi

. _ w(a-[q 1
oDy f(x) = ,;0< k >r(k+1+[a]—a)
[a]
@] plal-; (- — a)Ft1=o7 (2) DM £ ()
X]z:%(j) | |
(o [o\ A (] @-aFt x
R ,;o< : >;<J‘>F<k+1+j—a>]) e

Po definiciji je (ZL) =0 kad je p € Ni p < j, pa mozemo da zamenimo gornju
granicu u sumi sa oo, a nakon smene j = [ — k dobijamo

kio <a _k[a]> (z [f]k> m D'f(x)

G) lef(x)-

M5 LM

N
Il
=)

Pre nego sto formulisemo slede¢u teoremu, naveséemo bitno svojstvo frakcionih
integrala koje ¢emo koristiti u dokazu. Naime, moze se pokazati da ako je funkcija
neprekidna na intervalu [a,b] i vazi f(z) = O((xz — a)?) kad  — a za neko § > 0,
onda je
Hm (o3 f = oLy flloe = 0, (2.20)
k—o00

gde je {my}72, niz nenegativnih brojeva koji konvergira ka m. Dokaz jednakosti
(2.20) se moze nadi u [6].
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2.3 Frakcioni identiteti

2.3.6 Teorema Neka je f € C"([a,b]) za neko m € N. Tada

lim ,D%f=D™f

a—m=—

tackasto na intervalu (a,b]. Ako je f(z) = O((x — a)™*%) kada © — a* za neko
d > 0, konvergencija je uniformna na intervalu [a,b].

Dokaz. Na osnovu pretpostavke f € C™([a,b]), funkciju mozemo razviti u

Tejlorov red u okolini tacke a. Dakle, f(z) = Tp-1[f;al(x) + Rm-1[f;al(x),
pri ¢emu je T),_1[f;al(x) = 2”:_01 % (r — a)* polinom stepena m — 1, a

Ry —1[f;a](x) ostatak. Imamo

oDZ f(z) = D" f(z) = oDgTm-1[f;al(z) — D" Tin-1lf;al(x)
+aDy Rina[f; al(2) — D™ Ry [f; a] ().

Kako je T,—1[f;a](x) polinom m — 1 stepena, D"T,,_1[f;a] = 0, Stavise,

m—1
oDy T = — )
1fa OFk—f-l—Ck)(x a)

(videti odeljak 2.5 pod 1.). Sledi

m—1
WD3f(w) = D" f(x) = D"oI"*Rmfial() + Z 0 (z —a)te

— —|—1—a)

—D"™ Rmp1[f; al ().

Pod pretpostavkom da je f(z) = O((z — a)™) ¢itava suma je jednaka nuli? jer se
odgovarajudi izvodi anuliraju u a.

Ostaje jos da se oceni razlika , DY Ry, —1[f; a]—D™Ry,—1[f; a]. U tu svrhu koristimo
integralnu reprezentaciju ostatka R,,—1[f;a](x) koja ima sledeé¢i oblik

R [f:a)(x) = / £ () (& — u)™ du = oI D™ f(2).

Sledi da je D™R,,—1[f;a] = D™, JI*D™f = D™f. Za drugi sabirak, koriste¢i
svojstvo polugrupe integralnog operatora, mozemo da piSemo
aD?Rm—l[f;a] = DmalgLiaRm—l[f; CL] = DmalgbiaaI;anf
Dmalyzna];:niaDmf = aIngniaDmf'

2 Ako nemamo dodatnu pretpostavku, suma se anulira, jer kad « tackasto konvergira ka m na
[a, ], tj. argument gama funkcije konvergira ka nenegativnom celom broju (a gama funkcija ima
polove u nenegativnim celim brojevima), limes je jednak nuli.
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2.3 Frakcioni identiteti

Po pretpostavci je D™ f neprekidno na [a, b], pa tackasta konvergencija sledi na
osnovu (2.20) ako posmatramo ,I™~D™f i ,JOD™f = D™f.

Stavige, ako je f(z) = O((x —a)™*°) tada je D™ f(z) = O((z —a)®) kad z — a pa
imamo uniformnu konvergenciju na |[a, b], ¢ime je dokazan drugi deo tvrdenja. O

Pored svih osobina koje vaze i u klasicnom kalkulusu, kada se govori o proizvodu
funkcija, situacija je drugacija. Podsetimo se prvo Lajbnicove formule za racunanje
”obi¢nog” izvoda proizvoda funkcija.

2.3.7 Teorema (Lajbnicova formula) Neka jen € N i f,g € C"([a,b]). Tada je

D=y (7) @ nwro)

k=0

Istaknimo dve bitne ¢injenice vezane za Lajbnicovu formulu. Prvo, formula je
simetri¢na, $to znacCi da mozemo da menjamo redosled funkcija f i g, a da desna
strana jednakosti ostane nepromenjena; drugo, da bismo odredili n-ti izvod pro-
izvoda, potrebno je da znamo izvode do reda n svakog od ¢inioca. Dakle, nijedan
od ¢inilaca ne mora da ima (n+1)-i izvod. Moze se pokazati da Lajbnicova formula
za levi, odnosno desni Riman-Liuvilov izvod proizvoda funkcija u opstem slucaju
ne vazi:

oDy (f-9)# f-aDig+aDsf-g 1 «Dy(f-9)#f-2Dyg+.Dyf- g

Medutim, ako pretpostavimo jo$ neke dodatne uslove za funkcije f i g, Lajbnicova
formula se moze progiriti i na frakcione izvode.

2.3.8 Teorema (Lajbnicova formula za Riman-Liuvilove izvode) Ako su funkcije
f i g analiticke na (a — h,a + h) za neko h >0 i a > 0 tada je

[a]
D5 ) = X (1)o@ - (D))
k

=0
00

> (})uphn@): o)

k=[a]+1

+

zaa <z <a+h/2

Ovde vidimo da k u sumi uzima nenegativne cele vrednosti, pa smo na desnoj strani
mogli pisati D¥f umesto ,D¥f. Dalje, k prolazi kroz sve nenegativne brojeve i
zato, da bi desna strana imala smisla potrebno je da f € C®([a,b]). Sto se tice
funkcije g deluje da nije potreban toliko jak uslov, s obzirom na to da trazimo
izvode do reda «, medutim zbog analiti¢nosti proizvoda, neophodno je da je i
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2.3 Frakcioni identiteti

g takode analiticka. Napomenimo jo$ da se iz ove opStije formule moze dobiti i
prvobitna Lajbnicova formula jer za cele vrednosti a za koje je & > « binomni
koeficijent ( ) je jednak nuli pa se i ¢itava druga suma anulira.

Dokazimo sada ovu teoremu.

Dokaz. 1z propozicije 2.3.5 imamo

> /a x —a)k—@
Di 00 =3 (§) ps TP o)

Sada primenimo klasi¢nu Lajbnicovu formulu na D[f - g] i izmenimo redosled
sumiranja pa dobijamo

DES o) = 2 > () JZ: (%) prwp gt
- 22 (ririm () raewse
- ngf @ 2 () ta ()P
Koristedi poznati identitet () (") = (3)(*7”), dobijamo
) j[al (G)po g ("7 et e
! jzgzﬂ (j> I lf; <a l_j> P((lx+_jall +1j:aoz) Do)

Iz prve jednakosti iz propozicija 2.3.5 i 2.3.2 mozemo zameniti unutrasnje sume.
Time je tvrdenje pokazano. O

Dodajmo jo$§ da se u slucaju frakcionih izvoda moze izvesti i formula za izvod
slozene funkcije poznatija kao Faa di Bruno-va formula, ali zbog komplikovanosti
same formule, pa samim tim i njene neprakti¢nosti, u radu neé¢emo je eksplicitno
navoditi.
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2.4 Integrali i izvodi necelog reda na beskonacénim intervalima

Takode vazi i formula za frakcionu pacijalnu integraciju (videti i propoziciju 3.1.16
u poglavlju 3) koja se direktno dokazuje razmenom integracije na jednoj od strana
jednakosti.

2.3.9 Lema Neka jeax >0, g > 1, %—i—% <l4+a(p#liq#1 za%—i—% =1+a)
i p(z) € LP([a,b]) i ¢(x) € LI([a,b]). Tada je
b

b
[e@atzvdo= [ v tzeds (2.21)

a

2.4 Integraliiizvodi necelog reda na beskonac¢nim inte-
rvalima
Frakcioni integrali dati u (2.3) i (2.4) mogu se jednostavno prosiriti sa konac¢nih

intervala [a,b] na realnu polupravu Rt = (0,00) i ceo skup realnih brojeva R §to
¢emo videti u daljem tekstu.

Neka je z € (0,00), tada se levi, odnosno desni Riman-Luvilovi integrali definisu
respektivno na sledeéi nacin:

T

(I3 )(e) = 12 f(@) = s [ (e =0 10) a0 (2.22)
0

(I2f)(@) = IS f / £(0) do, (2.23)

a odgovarajudi levi i desni izvodi

(D (@) = D21 (@) = (57) o2 1w) = s / )
| ’ (2.24)
02 1)(w) = D% 1) = (1) o1t 0) = s (- 1) [ e

’ (2.25)

gdejen=[a]+1ia>0.
Izrazi I, f, 12f 1 Dg, f, D2 f se u literaturi obitno nazivaju Liuvilovi levi i desni
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2.4 Integrali i izvodi necelog reda na beskonacénim intervalima

frakcioni integrali i frakcioni izvodi na realnoj poluosi RT.

Neka je sada x € R = (—o0,0), tada se levi, odnosno desni Liuvilovi integrali i
1zvodi definiSu na sledec¢i nacin.

Integrali:
« (o' 1 f a—1
(I59)(@) = 2 (@) = s [ (=00 110)at (2.26)
(12 )(a) = T2 @) = 55 [ 0= )0, (2.27)
Izvodi:
. or_ (4N o A ()
(D+f)(x) = _Dyf = (%) ooy f = m (@) / WCM’
- (2.28)
&% a d\n n—o 1 d\" i f(e)
(D2 f)(x) =D f = (@) A5 = m (‘@) /Wd97
: (2.29)

gdejen=[a]+1ia>0.

Specijalno, za a« = n € Ny je

(DY) () = (DL f)(x) = f(=)

(DLf) (@) = [ (), (DLf)(@) = (=1)" " (),

gde je f)(z) obican n-ti izvod funkcije f.

Za a € C1i Re(a) = 0 imamo Liuvilove izvode imaginarnog reda i definisu se
analogno Riman-Liuvilovim izvodima.

Mozemo primetiti da su sve definicije analogne odgovaraju¢im definicijama na
konaé¢nim intervalima pa vaze i analogna tvrdenja za svojstvo polugrupe integrala,
zatim frakcioni izvod je levi inverzni operator za frakcioni integral istog reda i
naravno, vazi formula za frakcionu parcijalnu integraciju, stoga ¢emo ih samo
navesti bez dokaza.
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2.4 Integrali i izvodi necelog reda na beskonacénim intervalima

2.4.1 Teorema Neka je a,3 > 0, p > 1ia+ 3 > 1/p. Ako je f € LP(RT)
(odnosno f € LP(R)), tada vazi

(G- 15 N)(@) = (P @), (ST (@) = 57 f) (@)

(1212 f)(2) = (120 ) ().

2.4.2 Teorema Neka je a > 0. Tada, za svaku funkciju f € L'*(RT) (odnosno
f € LY(R)) vazi

(DG L5+ () = f(x),  (DEILS)(x) = f(x)

(D2I2f)(x) = f(x)

skoro svuda.

2.4.3 Teorema Neka je o« > 0. Tada, za "dovoljno dobre” funkcije o,v i f, g
vaze sledece relacije za frakcionu parcijalnu integraciju

/ (@) (I8 ) () do = / () (I%9) () da,
0 0

oo

/ f(2)(DSg)() da = / 9(2)(D f)(x) da
0

0

[ s = [ v@)aea)
[ r@0to@ = [ g0t

2.4.4 Napomena U ovom odeljku smo radili uz pretpostavku da odgovarajuci
integrali konvergiraju u beskonacnosti. Medutim, nekad se frakcioni integrali mogu
definisati i op$tije uz uslovnu konvergenciju tako da je

L f T — a—1 :L im f T — a—1
i [ @0 0w = s i [ @0 o),

—0 z—N

ali se tom problematikom ovde neé¢emo detaljnije baviti.
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2.5 Integrali i izvodi necelog reda elementarnih funkcija

2.5 Integraliiizvodi necelog reda elementarnih funkcija

Posmatrajmo integrale i izvode funkcija f na intervalu [a,b], —00 < a < b < c0.

1. Neka je f(z) = (z —a)? 1 ili f(x) = (b —2)"~! i neka su Re(a) > 0 i
Re (8) > 0. Tada vaze sledece jednakosti:

ala(x _ a)ﬂfl F(ﬁ) (.%' _ a),é”rafl7

. T I(B+a)
D=t = 0 e,
A=) = s et
mDsw——xW‘1=:Fé}fl@<w——¢w—a—ﬁ
Pokazimo sada prve dve jednakosti. Druge dve se dobijaju analognim postupkom.
I — a)f L = F(la) j(x —0)*1(0 — a)P db.

a

Integral resavamo kao prilikom dobijanje Ojlerove formule (2.9)

Iz —a)f = F(la) ](x — )10 — )L d
= F(la) 0/_(33—2—(1)0‘_12’3_1 dz
= I‘(la) /_ (x —a)*! (1 — xiia)ailzﬁ_l dz

(z—a)* ' (1= "¢ o —a)’ Mz —a)d¢

1
H
-
o—__ o

1 1
= Ty @—a@ [=g e
I(a) !
= B ()

—~

*)
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2.5 Integrali i izvodi necelog reda elementarnih funkcija

%) = L x_a5+a71w
W@ e

Dakle, o[¢(z —a)’~! = iy (2 —a) .

Drugu jednakost ¢emo izvesti direktno koristeéi definiciju (2.10).
Nekajen—1<a<n,néeN.

oDy (z — a)ﬁ_l = F(nl_a) (a;i)n/ (959_—9;26;11 df

P e —z—a)" 0 ldz

- I‘(nl— a) <%)n

= o ()

a

n—a—1
Pz —a)rot (1 — > dz

r—a

S —F o —F °

1
1 d\n
= m <%) /55—1(1: _ a)ﬁ-l—n—a—l(l _ g)n—a—l d¢
0
1
= F(nl_a) (%)"(w — a)n+(5—a—1) /(1 _ 5)”_a_1§ﬁ_1 de

0

= s fma- 1) (B a)e - @) BB - )

_ B4+a—1
= ———(r—a .
NEERVA
U specijalnom sluc¢aju, kad je stepen funkcije prirodan broj k imamo
k!
T — k _ _ N\kta
am(:E CL) F(k+1+04) (l‘ (I)
k!
Da . k -t . ]gfa.
a x(m CL) F(k:+1—a) (‘T a)
Veé smo na samom pocetku zakljucili da je funkcija f(x) = (x — a)*"! tzv.

stacionarna funkcija za odgovarajué¢i Riman-Liuvilov izvod, medutim, mozZe se
pokazati da vazi i op§tiji rezultat, odnosno

oD%z —a)*F =0, k=1,..,n

DE(b—z)*F =0, kE=1,...n
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2.5 Integrali i izvodi necelog reda elementarnih funkcija

Sto zapravo sledi na osnovu osobine da je I'(k) = 00 za k = 0,1, ....

2. Posmatrajmo funkciju f(z) = 1.
Zamenom u definiciju (2.3) frakcionog integrala i jednostavnim ra¢unom dobijamo

xT

a_i T — 0)* _ 1 z—a)®
“le_r(a)/( 00 = oy -9

a

Naravno, ovu jednakost lako mozemo izvesti i iz rezultata pod 1. ako uzmemo
B = 1. Tako dobijamo i mnogo bitniji zakljucak vezan za frakcioni izvod koji smo
veé naveli u odeljku 2.1, a to je da je frakcioni izvod konstantne funkcije f(z) = 1,
pa i svake druge kontantne funkcije, razli¢it od nule t;.
Dfc = #c(x—a)fa #0
TP T(1 - ) ’
3. Posmatrajmo sada opétiji slucaj kad je f(z) = (z — a)?~1(b — 2)7 L,
Resavajuéi integral analogno prethodnim dobijamo

odo(x — a)ﬁfl(b — a:)'yfl =
1

1 — -1
= g @ TT e / -t (1-T—¢)  de
0
= (5—0)71%(95—60)&%12F1(1—%5;04+5;5£__Z>7
gde je
1
) z—ay _ TIla+p) a—1¢4-1 T —a \71
2P (1= ot i) = gt [u—ome (1= =) e
0

Ojlerova integralna reprezentacija Gausove hipergeometrijske funkcije definisane u
odeljku 1.3.4. Sliéno se moze izvesti i za funkciju f(z) = (z —a)?~*(z —¢)’~! gde
jec<a

off (@=a)" N a—e) ™" = (“_0)7_1%(»’6—&)“%_125 (1—% B; at; Z: :Z)
4. Neka je f(z) = (z —a)? ' In(z — a), Re () > 0. Tada je
r'(8)

ol (z —a)’ M n(z —a) = T (z = a)7T* (B) = »(B + @) + In(z — a)],

(6 + )
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2.5 Integrali i izvodi necelog reda elementarnih funkcija

gde je ¥(z) Ojlerova psi-funkcija definisana sa (1.22). Zaista, nakon smene pro-
menljivih § = a + z(x — a) u integralu dobijamo

1
J%(z —a)’tn(z —a) = 1"(104) (z —a)Ptot /(1 —2)* 1P I z(z — a) dz
0
= F(la) (z —a)’T* 1A+ Bln(z — a)]

gde je
1

1
B=11p 2
B= [(1-»18"140,—-B A:/z
/( 2)* 2P dz (8, ), 1= dz
0 0

i A se dobija diferenciranjem po f jednakosti B = B(f, «).

5. Za funkciju f(z) = CO\S/rv_xga, koristeé¢i Tejlorov razvoj funkcije cosz i
Poasonovu integralnu reprezentaciju Beselove funkcije J,(z) imamo da je

7a.©08 VT —a _

T Vr—a

Slicno mozemo izvesti i slede¢u jednakost

2a—1

20‘_%\/E(:E—a) 1 Ja_%(\/:n—a), Re(a) > 0.

oJ(x —a)* tcos Ar —a = ﬁ(x — a)a_1/2 cos MJ 1 (M>

A 2 ]

Neka je sada interval (0, c0) ili ceo skup R.

6. Neka je f(z) = zP~!. Tada se jednostavnom zamenom a =01i 8 =0 u 1.
dobija
T I'(B) a1

TG+ a) . Re(B)>0
i
o, B—1 __ F(ﬁ) B—a—1
0oDSx _F(ﬁ—a)x , Re(B)>0
Zatim,
a B-1 I'(l-a-p) B+a—1
A% Ti-7) 2Pl Re(a+8) <1
1
o g1 LT+a=8) 5,4 _
+D& T1_5) , Re(a+p8—[Re(a)]) <1
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2.6 Transformacije frakcionih integrala i i1zvoda

7. Neka je f(x) = e ili f(z) =M, i Re(\) > 0.
Ako je Re (a) > 0, vaze sledeée jednakosti za Liuvilove integrale i izvode:

xlgzoe—)\ac — )\—ae—kx i ngoe—)\ac — )\ae—)\ac

a A —a A a _Ax a A
—oolz e =A% 1 _oDge™ =A%,

Sto se jednostavno pokazuje parcijalnom integracijom.

8. Neka su A € C, Re(a) > 0, Re () > 01 Re(p) > 0. Tada vaze sledece
relacije vezane za Mitag-Leflerovu funkciju:

(184 2P7LE, s(\a™)) (2) = 2°TP7LE, 0y s(Aat)

(D 2771 E, s(Aa™)) (z) = 2P E, 0 p(Aat).

Specijalno, ako je u = «, prethodna formula se moze zapisati na sledeé¢i nacin

x,@—oc—l
(Dgy 27 Eq p(A2))(w) = NG + Az By p(A\z).
Ako je Re(a) > 01 Re () > [Re(a)] + 1, tada je
-8
(D® 22 P B, (M) () = ﬁ + A P B, g\ ),

2.6 Transformacije frakcionih integrala i izvoda

Integralne tranformacije su od velikog znacaja u reSavanju diferencijalnih jednacina
koje u sebi sadrze frakcione operatore. Naime, ¢esto neke diferencijalne jednacine
ne mozemo resiti klasi¢nim postupcima. Tada, datu jednac¢inu transformacijama
pretvorimo u algebarsku jednacinu koju mozemo da resimo, pa odgovaraju¢om
inverznom transformacijom tako dobijenog resenja nalazimo resenje pocetne jedna-
¢ine.

U odeljku 1.2 smo naveli osnove Furijeove, Laplasove i Melinove integralne transfor-
macije. Ovde ¢emo pokazati kako one izgledaju primenjene na frakcione integrale
i izvode.
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2.6 Transformacije frakcionih integrala i i1zvoda

2.6.1 Furijeova transformacija

Pre nego sto definiSemo Furijeovu transformaciju frakcionih integrala pokazimo
slede¢u pomocénu jednakost.

r r

@
/90‘—1@—29 df = (—a) 2 #0. (2.30)
z

0
Za Re(z) > 0 imamo da je Re(a) > 0,10 < Re(a) < 1 za Re(z) = 0. Kosijeva
glavna vrednost funkcije z%, analiticke u desnoj poluravni, se bira tako da je z¢
pozitivno za z = x > 0 za realno «.
Jednakost vazi na osnovu definicije gama funkcije kad je z = x > 0 pa sledi da

vazi i kada je Re(z) > 0. Posmatrajmo sada grani¢ni slucaj, kad je Re(z) = 0 i
z # 0. Tada imamo

(i)

/Ho‘lemg df = (@) 0<Re(o)<1,z#0,
0
gde nam uslov Re () < 1 obezbeduje konvergenciju u beskona¢nosti. Uvedimo
smenu izl = s: -
/9“16“39 do = (ix)a/sales ds,
0 L

gde je £ imaginarna poluosa (0,i00) za x > 01 (—ic0,0) za x < 0. Kako se |e
anulira u desnoj poluravni kad s — oo, moze se pokazati da je tada fﬁ s le™8ds =
JoZ z*te™* dx = I'(a), odakle sledi jednakost (2.30).

_5|

2.6.1 Teorema Neka je 0 < Re(a) <1 i f € LY(R). Tada je Furijeova transfor-
macija integrala I f definisana sa

~

o _J©
(FILF)(E) = (i) (2.31)

Dokaz. Koristeéi jednakost (1.6) dobijamo

ooeixf_
FIf)O = o [Tt [@oo o

B 1 d Ooei":£ -1 a1
= T / f(6)de / o (x —0) " dux.
— 50 0



2.6 Transformacije frakcionih integrala i i1zvoda

Promena redosleda integracije je moguéa na osnovu Fubinijeve teoreme 1.1.3. Sada
diferenciranjem i uvodenjem smene x — # = s, dobijamo

(FIZf@)(E) = F({l) / £(6) db / ¢7E(x — 0)° 1 du

:le/f zafde/zsﬁ alds

L@
= o Vg

Poslednja jednakost sledi iz (2.30), pa otuda sledi tvrdenje. O

2.6.2 Napomena Primetimo da je jednakost (2.31) definisana u slucéaju 0 <
Re (@) < 11 ne moze se prosiriti i na vrednosti Re (a) > 1 u uobi¢ajenom obliku,
jer leva strana (2.31) ne mora biti deﬁnisana ¢ak ni za glatke funkcije. Zaista,
ako je f € C* i =1, imamo (I} f)(z) = [*_ f(6)db, pa (I f)(z) — const kad
x — +0o i Furijeova transformacija F I}r f(z) ne postoji u klasi¢nom smislu.
Medutim, jednakost se ipak moze uopstiti i za vrednosti « sa osobinom Re (a) > 0
gde su funkcije elementi tzv. Lizorkinovog prostora funkcija. Za vise detalja videti
[20].

Koristeéi (2.31) i formulu (1.9) za Furijeovu transformaciju izvoda celog reda
funkcije, dobijamo Furijeovu transformaciju frakcionih izvoda

(FDLF)(E) = F(E)(—i6)*,  Re(a)>0. (2.32)

Furijeova transformacija se uglavnom koristi pri reSavanju diferencijalnih jedna¢ina
koje u sebi sadrze frakcione izvode po prostornoj promenljivoj.

Navedimo jos§ i sinusnu i kosinusnu Furijeovu transformaciju frakcionih integrala
IS, fi12f, pod pretpostavkom da je 0 < o < 1.

(Fulig (€)= €2 (cos S Fof (6) — sin 5 Fuf(€)))

(Folge £)(€) = €7 (sin 5 Fuf (€) + cos T Fo1(9))

(Fa2)(6) = ¢ (cos S Fuf(€) +sin 5 Fof(€)).
(Fulige)(©) = €2 (= sin 5 Fof (€) + cos 5 Fuf(©)).
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2.6 Transformacije frakcionih integrala i i1zvoda

2.6.2 Laplasova transformacija

Koristeci konvoluciju definisanu u (1.11), integral I§, f se moze predstaviti u obliku

a—1
(I3 (@) = 1{@ «f(z),  Re(a) >0, (2.33)
gde je
a1 _ 227 >0
T+ = 0, z<0.

Kako Laplasova transformacija zadovoljava konvolucionu teoremu (1.17) mozemo
izvesti sledeéi rezultat za Laplasovu transformaciju frakcionih integrala

(LI F)(s) = s (L)(5)- (2.34)

U slucaju operatora I f Laplasova transformacija dovodi do komplikovanije funkci-
je koja u jezgru sadrzi Gausovu hipergeometrijsku funkciju 1Fj(a;c; z) i stoga je
ne¢emo navoditi, a moze se naéi u [20].

Dokazimo sada jednakost (2.34).

2.6.3 Teorema Neka je Re(a) >0 i f € L'((0,b)), b > 0 i neka vazi
|f(z)| < AeP®,  0<b<u,
gde su A >0 i pg >0 konstante. Tada je
(LI2 £)(s) = s~ (L)(s),
za Re(s) > po.

Dokaz. Pokazimo prvo da je Laplasova transformacija dobro definisana. Neka je
x > b+ 11 ne umanjujuéi opstost, pretpostavimo da je « realan broj. Tada je

T

U H@ < F/ P00+ s [0t ag
0

b

ProT r
< Clxmax{o,afl}_’_ Ae / S 6 —Pos Jg
0

0,a—1
< Clxmax{ a }+02 epox’

i kako vazi da iz f € L'((0,b)) sledi I, f € L*((0,b)), mozemo primeniti Laplasovu
transformaciju na I, f. Sada jednostavnim racunanjem, uz koris¢enje Fubinijieve
teoreme 1.1.3 i ve¢ dokazane jednakosti (2.30), sledi tvrdenje. O

U sledecoj teoremi dajemo dovoljan uslov za postojanje Laplasove transformacije
frakcionih izvoda.

47



2.6 Transformacije frakcionih integrala i i1zvoda

2.6.4 Teorema Neka vaZe uslovi prethodne teoreme i neka je f € AC™([0,b]),
n=[Re(a)]+14f®0)=0,k=0,1,...,n—1. Tada je

(LDg: f)(s) = s*(Lf)(s), (2.35)
za Re(s) > po.

Dokaz. Kako je (Dg, f)(x) = (d/dx)"(I}"f)(w) i iz pretpostavke f®(0) = o,
k=0,1,...,n—1,sledidajei (d/dx)*(IJ7*f)(z) =0zax =0ik=0,1,...,n—1.
Sada, koriste¢i prethodnu teoremu i jednakost (1.18) koja glasi:

(LD"f)(s) = s™(LF)(s) = Y s" " 1(DF£)(0),
0

dobijamo
(LDG4 f)(s) = 8"~ (LS)(s),
§to je i trebalo pokazati. O

Laplasova transformacija frakcionih izvoda se upotrebljava pri resavanju problema
u kojima figurisu frakcioni izvodi po vremenskoj promenljivoj.

2.6.5 Napomena Iz jednakosti (2.34) i koristedi inverznu Laplasovu transforma-
ciju mozemo izvesti sledecu reprezentaciju operatora I, f:

(I f)(x) = L7 2™ Lf ().

2.6.3 Melinova transformacija

Melinova transformacija Liuvilovih frakcionih integrala I f i I2f i frakcionih
izvoda D¢, f i D2 f je data u slede¢im teoremama.

2.6.6 Teorema Neka je Re(a) >0, s € C i f(¢)t5To~1 € LY((0,0)).
1. Ako je Re(s) < 1— Re(a), tada
I'l—a-—
(MIG f)(s) = W(Mf)(s—i-a), Re(s+a) < 1. (2.36)
2. Ako je Re(s) > 0, tada

(MI®F)(s) = P(E(j)a) (MF)(s+ ). (2.37)
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2.6 Transformacije frakcionih integrala i i1zvoda

Dokaz je potpuno analogan dokazu teoreme 2.6.3.

2.6.7 Teorema Neka je Re(a) >0, n = [Re(a)]+ 1, f(t)t*=*1 € L1((0,00)).
1. Ako je Re(s) < 14 Re(a), s € C i vaZe sledeéi uslovi

Hm [N f)#)] =0, k=0,1,....n—1

t—0t

lm [T f)(4)] =0, k=0,1,...,n—1,

t—o00

tada je

MNl+a-s)

(MDg+f)(5) = F(l _ S)

(Mf)(s—a), Re(s—a)<L1. (2.38)

2. Ako je Re(s) > 0 i vaze sledeéi uslovi

lim [¢*F 11" f) ()] =0, k=0,1,...,n—1

t—0t

lim [t F (1" f)(H)] =0, k=0,1,...,n—1,

t—o00

tada je
I'(s)

(MD*f)(s) = 5= a)

(MF)(s — ). (2.39)

Ako je Re (o) > 0in = [Re(a)]+ 1, a uslovi prethodne teoreme nisu zadovoljeni,

tj. odgovarajuéi limesi nisu jednaki nuli, tada se mogu izvesti i opstije formule od
(2.38) 1 (2.39) i one glase:

1

(MG )(6) = S (MR- a) +k§j;0 e o)y
n—1
(MDE)() = s s (M=) + 31 s bt me o)

k=0
Specijalno, kada je 0 < Re () < 1 imamo

I'l+a-—s)

(MDgs f)(s) = T8 (Mf)(s —a)+ [ (L= NHB)]
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2.6 Transformacije frakcionih integrala i i1zvoda

I'(s)

Tls—a) (Mf)(s —a)+ [ I (1)]

(MD2f)(s) =

Za kraj dajemo vezu Liuvilovih operatora frakcione integracije sa operatorima
translacije 7, i dilatacije II definisanih u (1.7) i (1.8). Za ”dovoljno dobre” funkcije
vaze sledece jednakosti:

Thfg+f:I§+Thf i ThIEfZIgThf, a>0,heR,

TAIS, f = NI TN 1 TNIOf = A°I°TLLf, a >0, A> 0.

20



Glava 3

Kaputovi izvodi

Riman-Liuvilovi izvodi i integrali su odigrali znac¢ajnu ulogu u razvoju teorije
frakcionog diferenciranja i integracije kao i primene u teorijskoj matematici (u
reSavanju obi¢nih diferencijalnih jednacina, definisanju novih klasa funkcija, sumi-
ranju redova, itd.). Medutim, kako se ispostavilo, pojavio se veliki nedostatak pri
pokusaju modeliranja realnih problema u fizici, posebno u mehanici i teoriji visko-
elasti¢nosti, gde se frakcione diferencijalne jednacine koriste u opisivanju svojstava
materijala. Zato se uvodi nesto drugaciji pristup koji je ustanovio M. Kaputo, pa
otuda i naziv Kaputovi izvodi.

3.1 Definicija i osnovna svojstva

Postoji vise pristupa definisanju Kaputovih izvoda u zavisnosti od autora. Sledeca
definicija koristi Riman-Liuvilove izvode i moze se naéi u knjigama [11] i [6].
Neka su DS f i .Dj' f Riman-Liuvilovi izvodi reda o € C, Re (o) > 0 na [a, b]
definisani u (2.10) i (2.11) respektivno.

3.1.1 Definicija Neka je Re(a) >0 i f € AC™([a,b]), n = [Re(a)]+ 1. Tada se
levi Kaputov izvod reda o funkcije f, u oznaci S D f definise kao

= /™ (a)
k!

(D2 f(x) = uD2 | £(6) -

(]

0 — a)’f} (), z€lab], (3.1
k=0

dok se desni Kaputov izvod reda o funkcije f, u oznaci ng‘f definise kao

D)
k!

CDf f(x) = D5 [ £(0) - (b=0)|@). welab.  (32)

b
I

0



3.1 Definicija i osnovna svojstva

Ovaj koncept Kaputovih izvoda se pojavljuje u radovima viSe matematicara, uklju-
¢ujudi i Kaputa, a mogu se naci i u veoma starim spisima Liuvila, ali po dogovoru
nose naziv Kaputa.

Koristeéi definiciju (2.10) Riman-Liuvilovih izvoda i parcijalnu integraciju dobi-
jamo sledecu interpretaciju Kaputovih izvoda:

L dyf _@—or A

C na _ el _ _ _ 2k

o Deflz) = I'(n— «) (dm) ( n—a«a [f(@) k! (6 —a) }
k=0 0=a

[(z—0)— d "‘1f
* / n—a« [ } o) = (x)
p k=0
Prvi sabirak se ocigledno anulira, pa je prethodni izraz jednak slede¢em

_ 1 d\n-1 f n—a—1 — k—1

() = I'(n—a) (dm) /<$ %) [ —a) ] d0

a
T

_ F(nl_a)di / (z— 0o Do) - f<”—1><a>} a,

a
odnosno, dobijamo da se Kaputov izvod moze zapisati u obliku
< DS f(w) = ! / 17(0) do
aTe CI'(n—a)) (z—@)antl "

a

Sli¢no se izvodi relacija i za desni Kaputov izvod.
Prethodna jednakost se Cesto uzima za definiciju Kaputovih izvoda i uvedena je
od strane Kaputa, a moze se na¢i u [3] i [4], stoga dajemo i tu definiciju.

3.1.2 Definicija Neka je f € AC™([a,b]) in—1 < a < n. Levi Kaputov izvod
reda o funkcije f, u oznaci aCDgf, se definise kao

PO B B ACI() et
Cpefir) = F(n_()[)a/(gc_e)a_n+1 a6, e b, (3.3)

Desni Kaputov izvod reda o, u oznaci ng“f, se definise kao

CDYf(x) o) / = M do, x € la,b). (3.4)
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3.1 Definicija i osnovna svojstva

Obe definicije Kaputovih izvoda se podjednako koriste.

3.1.3 Napomena Iz prethodne definicije i jednakosti (2.10), odnosno (2.11),
mozemo zakljuciti da je Kaputov izvod ¢ D2, odnosno ng‘ funkcije f jednak
Riman-Liuvilovom integralu reda n — a funkcije £, tj.

CDg f(w) = oIy~ [ (),
odnosno,
CDp f(z) = (1) Iy f ) (@),

Sada trivijalno sledi da kada je a = n € N, Kaputov izvod postaje ”obi¢an” izvod,
tj.
CDEf@) =M (@) i CDpf(x) = (~1)"f " ().

Veza Kaputovih i Riman-Liuvilovih izvoda se moze izraziti slede¢om propozicijom.

3.1.4 Propozicija Neka je f € AC™([a,b]) in—1<a <n. Tada vazi

a C na = x_ak “ (k)
D) = ED57@) + Y 1o ) (35)
k=0
1
k—a
oD f(x) =5 Dy f(x) Z —a+1 e A OF (3.6)

Dokaz. Pokazimo jednakost (3.5), (3.6) se dokazuje analogno. Koristedi definiciju
levog Kaputovog izvoda (3.1) i 1. iz odeljka 2.5 jednostavno dobijamo

noloe(k)
D) = WDof@) - > T Dp( - )t
k=0 ’
n—1
_ « f(k) (a) (k + 1) k—«
- aDa:f(x)_kZO k! (k‘-{—l—Oé)( _a’) )
odakle sledi tvrdenje. O

Direktna posledica prethodne propozicije je sledeca lema.
3.1.5 Lema Neka vaZe uslovi Propozicije 3.1.4. Tada je
acDgf =.D5f ako i samo ako je £ (a) =0,

odnosno
CDef=,.DYf  ako i samo ako je f®(b) =0,

zak=0,1,...,n—1.



3.1 Definicija i osnovna svojstva

U opstem sluc¢aju, Riman-Liuvilov i Kaputov frakcioni izvod se ne poklapaju:

d

D) = ()i () £ 1

4

[a]
=) f@) = D2 @),

i sliéno za desne izvode, §to sledi iz napomene 3.1.3.
Nasuprot Riman-Liuvilovim, Kaputovi izvodi zadovoljavaju sledeéu jednakost

“Dee=CDgc=0, ceR.

Dakle, Kaputov izvod konstantne funkcije jednak je nuli sto, kako smo veé pokazali,
kod Riman-Liuvilovih nije slu¢aj. Takode vaze i sledete jednakosti za Kaputov
izvod funkcija (z —a)®~1i (b — 2)?~1 i dosta su sliéne odgovarajuéim Riman-Li-
uvilovim: I ()

cDY(x—a)7 = o (r —a)?

I3 —a)
« -1 _ F(ﬁ) —1
ng(b—iU)B —m(b—iﬂ)ﬁ )

kada je Re (o) > 0, Re (8) > 0.

Kada govorimo o kompoziciji Riman-Liuvilovog integralnog i Kaputovog diferenci-
jalnog operatora, dobijamo da je Kaputov izvod takode levi inverzni za Riman-Li-
uvilov integral, ali ne i desni.

3.1.6 Teorema Neka je f € C([a,b]) i a # 0. Tada je
DIl f(w) = f(z) i §DRLIf(x) = f(o),
za x € [a,b].

Dokaz. Oznaéimo sa ¢(z) = oI2f(x). Moze se pokazati da je tada D¥¢(a) = 0
zak=0,1,...,n—1, gde je n = [a] 4+ 1, pa koristeéi prethodnu lemu imamo

$DS IS f(x) = §DS(a) = DY ().

Sada, na osnovu teoreme 2.2.1 da je Riman-Liuvilov izvod levi inverzni za Riman-
Liuvilov integral, sledi

DS IS f(x) = oDy (x) = o D2 f(2) = f(2).
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3.1 Definicija i osnovna svojstva

3.1.7 Napomena U dokazu smo koristili da je D¥¢(a) = 0za k =0,1,...,n—1,
gde je n = [a] + 1, Sto sledi na osnovu teoreme 2.5 u [6] ¢ija je formulacija sledeca:
ako je f € Hy([a,b]) za neko p € [0,1] 1 0 < ae < 1, tada je

A250) = 1 - 0 O = aphe)

Dokaz same teoreme je tehnicke prirode i prili¢cno je dugacak, pa ga zato izostavlja-
mo, a moze se naéi u [6].

Primetimo jo§ da je pretpostavka teoreme da f € H,([a,b]), tj. funkcija pripada
Helderovom prostoru reda u koji se definiSe na sledeéi nacin:

Hy(la, b)) == {f : [a,b] = R|Be>0)(Va,y € [a,0]) [f(x) = f(y)| < clz—y|"}.

3.1.8 Teorema Neka jea >0 in—1<a<n. Ako je f € AC"([a,b]), tada je

n—1 (k)a
I ODRf () = fla)— 3 L (g gy

k!
k=0

nfl (k
CDgf(x }: f ()(b—xﬁ.

k=0
Specijalno, ako je 0 < a <1 i f € AC([a,b]), tada je

W2 OD2f(a) = f(e) = fla) @ oIp SDEf(x) = F(x) — F(b):

Dokaz. Neka je o ¢ N. Kako je f € AC"([a,b]) imamo reprezentaciju (3.3), pa
mozemo pisati

I8 DS f(x) = oI8oI D" f(z) = (I D" f(z) = oI D2 f(2),

gde smo koristili osobinu polugrupe Riman-Liuvilovog integrala (teorema 2.1.2).
Sada primenom teoreme 2.2.4 na prethodnu jednakost dobijamo tvrdenje. O

Sledeéa teorema je analogon Tejlorove teoreme za Kaputove izvode.

3.1.9 Teorema (Tejlorov razvoj za Kaputove izvode) Neka je f € AC™([a,b]),
n—1<a<nia>0. Tada je

@(x—a) oI O D2 f(z). (3.7)

[
M1
sl
=
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3.1 Definicija i osnovna svojstva

Jednakost (3.7) je od velikog znacaja prilikom resavanja diferencijalnih jednac¢ina
u kojima figurisu dve vrste diferencijalnih operatora. Takode vaze i sledeée dve
leme, koje imaju znacajne posledice.

3.1.10 Lema Neka je « > 0, o« ¢ N i f € C"([a,b]), gde je n = [a] + 1. Tada
S Dgf €C(lab]) i § DY f(a) =0.

3.1.11 Lema Neka je o > 0, a ¢ N in = [a] + 1. Ako je f € AC"([a,b]) i 2a
neko @ € (a,n) je S D3 f € C([a,b]). Tada je D f € C([a,b]) i SDSf(a) = 0.
Dokaz. Dokaz sledi iz sledeteg niza jednakosti a na osnovu komutativnosti Riman-
Liuvilovih integrala:

D f(x) = oI27OD f(2) = oI IPED (1) = LIS SDS f(x).
O

Pretpostavimo sada da vaze uslovi leme 3.1.10 i da je « > 2. Tada na osnovu
lema sledi da su svi izvodi aCDf; f, 0 < a < 3, neprekidni. Jasno, tada su i
ODL f(z) i DL f(x) neprekidni za 0 < [ < 2. Medutim, to ne mora nuzno da
povlaci da je ¢ DL f € C'([a,b]). Kao posledicu dobijamo da ne mora da vazi ni
DYDLf =CDIFLf jer je funkcija sa desne strane jednakosti neprekidna, dok sa
leve strane ne mora biti. Tako dobijamo da u opStem slu¢aju Kaputovi izvodi ne
zadovoljavaju svojstvo polugrupe.

3.1.12 Lema Neka je f € C*([a,b]), k € N i neka za a,e > 0 postojil € N, | < k
tako da o, + ¢ € [l — 1,1]. Tada je

o D5 ¢ DY f(x) = { DI f(x).

a

Dokaz. Tvrdenje trivijalno vazi kada je a =1 —11i a+ e =11 taj slucaj neemo
razmatrati. Inace je 0 < ¢ < 1. Na osnovu leme 3.1.5 je D f(z) = D5 f(z) kad
je f(a) = 0. Posmatrajmo sledeée slucajeve:

1. a+¢ € N. Tada je [a] = a+¢, tj. [a] — a = e. Sada dobijamo
CD; CDIf(x) = oD; $D§f(w) = o3l DI f(2) = u D315 D f(2)
DIl f(2) = D f(a) = S DO f(a).
2. a € N. Iz napomene 3.1.3 jednostavno sledi
CD% D f(x) = {DLD* f(x) = oLy D f(a) = DI f ().

a
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3.1 Definicija i osnovna svojstva

3. Ako ne vaze prethodni slu¢ajevi, onda imamo [a] = [a + €], pa sliénim po-
stupkom dobijamo:
CDs CDaf( ) _ Da CDaf( ) aD;aIg[Ca]—aD[a}f(z:)
= D' ple aledmeplef(z) = Dt 1t gletelmate plotel £y
= (D f(a).
Time je lema dokazana. O

3.1.13 Teorema Neka je f € CH([a,b]) za neko pu € N. Ako je a € [0, p], tada je
DE7 (DY f(x) = D' f(2).

Dokaz. Ako je a ceo broj tvrdenje vazi na osnovu rezultata iz klasi¢ne analize.
Pretpostavimo da « nije ceo broj. Tada mozemo pisati

DD f(w) = DRl petlel gleleplel ()
DM—[OC]H(L];D[OZ]JC(:E) = prledpled ()
D¥ f(x).

|

Primetimo da se u tvrdenju sa desne strane jednakosti pojavljuje obican izvod.
Dakle, pod odredenim uslovima, kombinovanjem Riman-Liuvilovog i Kaputovog
diferencijalnog operatora dobijamo klasican diferencijalni operator.

Koristeé¢i samo definiciju, mozemo pokazati da je Kaputov operator linearan, tj.
vazi sledeta teorema.

3.1.14 Teorema Neka su fi, f2 : [a,b] — R takve da $DSf1 i $ DS fo postoje
skoro svuda na [a,b] i neka su c1,co € R. Tada $D2(c1f1 + cafa) postoji skoro
svuda na [a,b] i vazi

DS (erfr+ cafe) = c1-SDIf1+co- § DS fo.
Formulisa¢emo jo§ i Lajbnicovu formulu za Kaputov operator u sluc¢aju kada je

O<a<l.

3.1.15 Teorema (Lajbnicova formula za Kaputove izvode) Neka je 0 < av < 1 4
f i g funkcije analiticke na (a — h,a + h) za neko h > 0. Tada je

(r—a)™

T1l-a)

+§< Jollata) - EDEf @)

< DS(f - gl(x) 9(@)(f(z) - f(a) + ¢ D3g(x) - f(=)
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3.1 Definicija i osnovna svojstva

Dokaz. Kako je 0 < o < 1, iz definicije Kaputovog izvoda (3.1) je

SDS(f - gl =oDSIf - g — fla)g(a)] = oDSLf - g] — fa)g(a)aDSL.

Sada, na osnovu Lajbnicove formule za Riman-Liuvilove izvode (teorema 2.3.8)
imamo

CDslf ol = 16050 + Y (1) 6D - GIE29) - Flalg(anD1
k=1

Kada dodamo i oduzmemo izraz f - g(a)(,D$1) sa desne strane, a zatim pre-
grupiSsemo sabirke, dobijamo

CDSlf g = SDsl - g+ Y () DED - 1k )

o0
Q@ _
= 7080+ 3 () WDED) - G0+ 9@~ f@)aDEL.
Ovde smo koristili da je (D¥ = D¥ = “DF za k € N.
Sada tvrdenje jednostavno sledi zamenom izraza ,DS1 sa %, §to vazi na

osnovu odeljka 2.5 pod 2. O

Koriste¢i Kaputove izvode mozemo pokazati formulu za frakcionu parcijalnu integra-
ciju u sledecoj interpretaciji.

3.1.16 Propozicija Neka su f,g € AC([a,b]) i 0 < a < 1. Tada vazi formula za
frakcionu parcijalnu integraciju i ona je oblika:

b

b
/ f(2)aDg dz = / 9(2),DE [ de. (3.8)

a

Dokaz. Kako f,g € AC([a,b]), sledi da su levi i desni Riman-Liuvilovi i Kaputovi
izvodi funkcija f i g dobro definisani.

Imamo:
b b x
/af(:c)aDggdx — /f(x)mci/mdedx
x b b @
f(z) 9(9) B f'(z) 9(9) B
F(l—a)a/(a:—e)ade‘a a/F(l—a)a/(x—G)aded :
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3.1 Definicija i osnovna svojstva

Ovde smo koristili formulu za klasi¢nu parcijalnu integraciju. Primenjujuéi Dirihle-
ovu formulu (1.1) dobijamo

b b

b b
N _ f(b) 9(0) 1 f'@)
/f(az)aDmg dr = T - a) a/ o0 do T —a) a/g(@) 9/ 7@ — 9y dx do

a

b

b
B F(ch(f)a) / (bg_(gg))a de—/g(ﬁ)ng“fde

a a

b

_ e 1 .

- [0 2 0ir)
b

g(ﬂf)xD?fd$,

I
S —

gde smo koristili (3.5) za n = 1. O

Do sada smo radili sa Kaputovim izvodima definisanim na kona¢nom intervalu
[a,b]. Definicija se moze progiriti i na interval (0,00) kao i na ceo skup R na
sleded¢i nacin:

T (n)
CDg @) = D) = s | : 120 g (3.9)

F'n—a) ) (z—0)x—ntl
0

T
D)) = EDLf0) = s [ Gt (310

I'(n—a) o
za x € (0,00).
Ako je x € R, tada imamo
C na _ C na _ 1 f f(n) (0)
CDINE) = D) = s [ i By

o T
D)) = EDLf ) = s [ s (312

T

Kaputovi izvodi zadovoljavaju sledece jednakosti:

(CDiBAm)(x) _ )\ae)\z i (CDc_xe—)\z)(:C) _ )\ae—)\z’
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3.2 Transformacije Kaputovih izvoda

za Re(a) > 01> 0.
Mitag-Leflerova funkcija Eo[A(z — a)?] je invarijanta u odnosu na ¢'D
slucaj za © D. Tacnije, vazi sledeéa propozicija.

(67

2, Sto nije

3.1.17 Propozicija Ako jea >0, a € R i X € C, tada je
o Dg Eo[Mz — a)*)(z) = AEa[Mz — a)°]

(€D° 2971 B, (\a®)) () = %Ea,l,a(m—a).

Specijalno, ako je a =n € N, vazi

D"E,[Mz —a)"] = E [Mx — a)"]

1
D"z" 1 E, (\a™) = - mi-n(AzT") =

o Eo,Ax™9).

3.2 Transformacije Kaputovih izvoda

Neka je Kaputov izvod reda « funkcije f dat u obliku (3.11), tj.

x

1 () _

C _ —

(“DYf)(x) = o) / gy d = oI fM(z), n—1<a<n.
—00

Na osnovu Furijeove transformacije Riman-Liuvilovog integrala (2.31) i formule

(1.9) za rac¢unanje Furijeove transformacije n-tog izvoda funkcije, imamo

o~

(n) —iE)m ~
Fopen = riegng = TEEO - OO _ fioy gy

Dakle, Furijeova transformacija Kaputovog izvoda CDi f je data sa:

(FODLF)(E) = FE)(—i€), (3.13)

i rezulteat je isti kao i kod Furijeove transformacije Riman-Liuvilovog izvoda D¢ f.
Furijeova transformacija frakcionih izvoda se koristi za analiziranje oscilatornih
jednacina sa prigusenim ¢lanom frakcionog reda, zatim za konstrukciju globalnog
reSenja linearne frakcione diferencijalne jednacine sa konstantnim koeficijentima i
izucavanje procesa relaksacije u izolatorima.

Posmatrajmo Kaputov izvod CD8‘+ f definisan u (3.9). Sli¢nim postupkom kao kod
Furijeove transformacije, na osnovu (2.34) i (1.18) dobijamo Laplasovu transfor-
maciju Kaputovog izvoda na sledeéi nacin:
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3.2 Transformacije Kaputovih izvoda

(FODGf)(s) = (FIZ=f™)(s) = s~ (LF(n))(s)

n—1
S CRUIOED SE Vi 0)
k=0
n—1
R OED B (O
k=0

Dakle, Laplasova transformacija Kaputovog izvoda CD3+ f glasi:

n—1
(LD f)(s) = s*(Lf)(s) = > s 1 FE)(0). (3.14)

k=0

Specijalno, ako je 0 < a < 1 imamo

(FEDg, f)(s) = s*(Lf)(s) — s> L £(0).

Kako formula za Laplasovu transformaciju Kaputovog izvoda sadrzi vrednosti
funkcije f i njenih izvoda u nuli, §to u fizici ima svoju interpretaciju (npr. f(0) je
pocetni polozaj, f’(0) pocetna brzina i f”(0) ubrzanje), za oc¢ekivati je da je veoma
korisna u reSavanju prakti¢nih problema koji dovode do frakcionih