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1. Uvod

Na trzistu, snabdevaci proizvodima 1 uslugama cesto koriste ograniCene izvore
sredstava da bi zadovoljili razlicite klase potraznji. Ova praksa dovodi do pitanja kako
upravljati procesom prodaje sa ograni¢enim resursima da bi se maksimizovao ukupan
prihod. Modeli upravljanja prihodima (yield management YM) koji se odnose na ovaj
problem su definisani kao modeli sa viSe klasa. U literaturi, modeli sa vise klasa se
obi¢no odnose na modele raspodele sediSta u avionu poSto je ve¢ina ovih modela
razvijena radi prepoznavanja efektivnih pravila odluke za aviokompanije koje rutinski
bukiraju vise klasa.

Upravljanje prihodima je znacajno za planiranje ishoda proizvodnje da bi se
maksimizovao ukupan profit, mada nije toliko primenjivano u proizvodnim sistemima
koliko u industriji usluga. Bilo koji problem upravljanja prihodom sadrzi sledece
zajednicke karakteristike:

o Kapacitet je kratkotrajan 1 ogranien 1 ne moze se lako povecati u kratkom
periodu. Na primer, sediSta u avionu se smatraju kratkotrajnim sredstvom jer su
beskorisna nakon poletanja aviona.

e PotraZnja je stohasticka.

e Postoje razliCite klase potroSaca. Raspoloziva kratkotrajna sredstva se mogu
prodati po razli¢itim cenama, kroz razliCite klase rezervisanja (obi¢no u
razli¢itim periodima).

U modelima razmatranim u literaturi je uobiCajena pretpostavka da u svakom
periodu koli¢ina raspolozivog kapaciteta je poznata 1 deterministicka, mada
kratkotrajna. Ova pretpostavka se moze primeniti za aviokompanije, hotele ili industrije
usluga, ali nije dovoljno dobra za proizvodni sistem. U industriji aviokompanija
kapacitet aviona je podlozan promenama zbog fluktuacija u potraznji. Uopsteno,
kapacitet je fiksiran iako mehanicki kvarovi ili uslovi loSeg vremena mogu cesto da
dovedu do promena u poslednjoj minuti. PoSto su neredovne operacije tipicne u
industriji aviokompanija vazno je ispitati uticaj koje imaju te neregularnosti u
kapacitetu na avionski prihod. Zbog toga postoji potreba za tehnikama upravljanja
prihodima koje eksplicitno uklju¢uju mogucnosti buduc¢ih promena u kapacitetu. Iako
postoji bogata literatura na temu upravljanja prihodima u kontekstu stohastiCke
potraznje, ne postoji mnogo izdanja koji se bave sluajem u kom je i kapacitet
stohasticki.

Raspodela kapaciteta 1 prebukiranost su dve glavne grane mreze upravljanja
prihodima. Posebno, raspodela kapaciteta se bavi pitanjem koji plan puta ostaviti
otvorenim za kupovinu, a koji zatvoriti kao preostali kapacitet. Prebukiranost se bavi
pitanjem koja veli¢ina prodaje treba da premasi fizicki dostupan kapacitet leta pod
uslovom da se nece svi koji imaju rezervacije pojaviti u vreme poletanja.

Odluke raspodele kapaciteta i prebukiranosti su nerazdvojivo povezane. Koliko
putnickih klasa treba postaviti za prodaju zavisi od toga koliko je sediSta premasilo
fizicki dostupan kapacitet koji je aviokompanija spremna da proda. Sa druge strane,



koliko prebukirati zavisi od plana puta koji aviokompanija drzi otvorenim i od
verovatnoce da ¢e se potroSa¢ koji kupuje rezervaciju za jedan od otvorenih letova
pojaviti u vreme poletanja.

U ovom radu je konstruisano nekoliko modela da bi se ispitali efekti razli¢itih
politika, koje koriste prebukiranost, na prihod 1 troSkove aviokompanija. Troskovi koje
aviokompanija mora da plati putnicima koji su iskljuceni sa leta za koji su ve¢ kupili
kartu direktno utiCu na prihod. U isto vreme aviokompanije teze da povecaju prihod
popunjavanjem letova blize kapacitetu. Kada je putnik iskljuen sa leta usled
prebukiranosti on moze ili da bira ili da odbije da pregovara sa aviokompanijom radi
nadoknade. Ovi izbori daju razli¢ite troSkove za aviokompaniju.

Da bi bolje razumeli optimalnu politiku prebukiranja razvijamo tri veoma
razli¢ita, ali komplementarna modela: Osnovni model prebukiranosti , Model sa
stohastickim kapacitetom i Model sa pomerajuéim kapacitetom .

Osnovni model prebukiranosti modeluje o¢ekivani prihod kao funkciju politike
prebukiranja u sluc¢aju kada posmatramo samo jedan avion. Pomocu ovog modela
ispitan je odnos izmedu optimalne strategije prebukiranosti (maksimizacije prihoda) 1
verovatno¢e pojavljivanja vlasnika karte. Kasnije ¢e ovaj model biti proSiren
uklju¢ivanjem viSe klasa u avionu. Ova analiza otkriva, pored drugih stvari, da
ukljucivanje viSe klasa ne mora da znaci 1 promenu u politici prebukiranja. KoriS¢enjem
preliminarne analize faktora komplikacija otkrivene su male promene koje se pojavljuju
u verovatno¢i pojavljivanja vlasnika karte 1 demonstrirani su moguci efekti koji uticu na
optimalno rezervisanje.

Model sa stohastickim kapacitetom ima za cilj da se razvije optimalna politika
prihvatanja/odbijanja porudzbina da bi se ostvario maksimalan oc¢ekivani ukupni prihod
(uklju€ujuéi 1 troSkove kazne). Komplikacije se javljaju zbog Cinjenice da tacan
kapacitet nije poznat u vreme pristizanja porudzbina zbog svoje stohasticke prirode.

Model sa pomeraju¢im kapacitetom je uglavnom primenjivan u aviosaobracaju.
Ideja je da se uvedu takozvana konvertibilna sediSta koja omogucuju preraspodelu
kapaciteta izmedu klasa u avionu. Problem je formulisan pomo¢u modela matematickog
programiranja i predstavljen je deterministicki 1 stohasti¢ki prilaz. Takode, model je
proSiren tako da uklju¢uje mogucnost otkazivanja rezervacija i razmatrane su razlicite
politike rezervisanja koje direktno uti¢u na prihod.

2. Uvodni matematic¢ki pojmovi

Funkcije raspodele i funkcije gustine

U teoriji verovatnoce 1 statistici, funkcija raspodele diskretne slucajne
promenljive X je data na slede¢i nacin:

‘o di " . : XX, Xy ..
X je diskretna slucajna promenljiva, tj. X:[ X X j
P P, P;

gde p, predstavlja verovatnoc¢u da slu¢ajna promenljiva X primi vrednost x,.



Tada, za svako realno x, funkcija raspodele za X je data sa:

Fy(x) = P(X < x),
gde desna strana jednakosti predstavlja verovatnocu da slucajna promenljiva X primi
vrednost manju ili jednaku sa x. Verovatno¢a koja lezi u intervalu (a,b] je tada
F,(b)—F,(a),akoje a<b.

Ako je X apsolutno neprekidna slu¢ajna promenljiva ona je data svojom
funkcijom gustine koja je definisana sa:

F(x)= jm F(t)dt ili f(x) = %F(x).

Svaka funkcija raspodele F je (ne striktno) monotono rastuca i ima sledec¢e osobine:
lim F(x)=0, lim F(x)=1.

Ako je X diskretna sluajna promenljiva onda prima vrednosti x,,x,,.. sa
verovatno¢om p, = P(x,) 1 funkcija raspodele za X c¢e biti prekidna u tatkama x,, a

neprekidna izmedu njih:

F(x)=P(X <x)= Y P(X =%)= 3 p(x,).

Ako je X apsolutno nepekidna slucajna promenljiva onda za funkciju gustine
vazi sledece:

Tf(x)dle i Pla<X<b]=[f(x)dx.

Jedna od najceS¢e koriS€enih raspodela u statistickoj analizi je normalna
raspodela. Njena S§iroka primena bazirana je na jednoj od osnovnih teorema
matematicke statistike, tj. na centralnoj grani¢noj teoremi.

Za slucajnu promenljivu X kaZzemo da ima normalnu raspodelu ako je njena

funkcija gustine data sa
(x=a)’
1

xX) = e 2 b>0
S(x) "o

Vrednosti a 1 b su parametri modela. Normalnu raspodelu ozna¢ava¢emo sa X : N(a,b).

Matematicko ocekivanje

Def 1: Neka je X diskretna slu€ajna promenljiva zadata sa

X X X
X:[ 1 2 3 )
P Dy P; -



Ako red in p, apsolutno konvergira, tada njegovu sumu nazivamo matematicko

i=1
ocekivanje sluc¢ajne promenljive X 1 oznaavamo ga sa E[X].
Matematicko ocekivanje neprekidne slucajne promenljive definiSemo sa

E[X]= Txfx(x)dx , ako je T|x|fx (x)dx <.

—00

Osobine matematickog ocekivanja:
e (Ocekivanje konstante je jednako samoj konstanti, tj. ako je ¢ konstanta onda je
E(c)=c.
e Monotonost - Ako su X1 Y sluCajne promenljive takve daje X <Y ondajei
E[X]< E[Y].
e Linearnost -
E[X +c]=E[X]+c
E[X+Y]=E[X]+E[Y]
ElaX]=aE[X]

e E[X]= iP(X > )

o E[X]= TP(X > xX)dx .

Definitnost matrice

Def 2: Neka je O(x) kvadratna matricai 4 simetri¢na matrica takva da je O(x) = x Ax .
Tada je O(x) (a takode 1 matrica 4):

e Pozitivno definitna, ako je x 4x >0 za sve x # 0

e Negativno definitna, ako je x Ax <0 za sve x#0

e Pozitivno semidefinitna, ako je x 4x >0 za sve x

e Negativno semidefinitna, ako je x' Ax <0 za sve x

e Indefinitna, ako nije ni pozitivno ni negativno semidefinitna (tj. ako je za neko
x,x Ax>0,azaneko x, x Ax<0 ).

Unimodalna funkcija

Def 3: Funkcija f(x) je unimodalna ako postoji m (koji nazivamo mod) tako da je

monotono rastu¢a za x <m i monotono opadaju¢a za x > m. U tom slucaju maksimalna
vrednost za f(x) je f(m) 1ne postoji ni jedan drugi lokalni maksimum.



3. Osnovni model prebukiranosti

Termini
e Vlasnik karte- osoba koja je rezervisala kartu 1 €iji je prihod od karte

aviokompanija ve¢ primila.

Putnici- vlasnici karte koji su se pojavili na terminalu u vreme poletanja aviona.

Ukrcani putnici- putnici koji su uspeli da udu u avion 1 zauzmu svoja mesta.

Prekobrojni putnici- putnici koji nisu dobili svoje mesto u avionu.

Dobrovoljno prekobrojni putnici- prekobrojni putnici koji su se odrekli svog

mesta u avionu u korist neke nadoknade (obi¢no novCane) od strane

aviokompanije.

e Nedobrovoljno prekobrojni putnici- prekobrojni putnici koji se odricu svog
mesta u avionu protiv svoje volje.

e Troskovi nadoknade- ukupan iznos novca i drugih kompenzacija koje
aviokompanija daje prekobrojnim putnicima.

e Kapacitet leta- ukupan broj sedista u datom avionu.

e Prebukiranost- praksa prodavanja broja karata za let koji je ve¢i od kapaciteta
aviona.

e Vreme ¢ekanja- vreme koje prekobrojni putnik treba da ¢eka do sledeceg leta
koji mu odgovara.

e Faktor optere¢enja- odnos broja popunjenih sediSta u odnosu na kapacitet.

U slucaju kada je vlasnik karte nedobrovoljno prekobrojan aviokompanija
specificira skup pravila za prinudne naknade. Predstavljen je model za raspodelu
vremena c¢ekanja koji dopuSta procenu prosecnih troSkova po nedobrovoljno
prekobrojnom putniku.

U slucaju kada je putnik dobrovoljno spreman da se odrekne svoje Kkarte,
interakcija izmedu aviokompanije 1 putnika prima oblik aukcije sa najnizom ponudom u
kojoj pobednik dobija nadoknadu za odricanje od svog mesta u avionu.

Svi prekobrojni putnici su ili dobrovoljno ili nedobrovoljno prekobrojni i analiza
ocekivanih troSkova, koji se ti€u ova dva slucaja, dovodi do dobrog razumevanja
troSkova koji se ticu prekobrojnih putnika.

3.1 Faktori komplikacija

Svaki od modela tezi da uzme u obzir trenutnu situaciju u kojoj se nalaze
aviokompanije. Pozivacemo se kolektivno na Cetiri faktora koje nazivamo faktorima
komplikacija. Individualno su posmatrani kao:

e Faktor saobracaja- U proseku postoji manje letova izmedu bilo kojih lokacija u
toku dana 1 u toku no¢i.
e Faktor bezbednosti- Bezbednost u 1 oko aerodroma



e Faktor straha- Putnici su obazriviji zbog opasnosti putovanja avionom, kao §to
su moguci napadi terorista, pad aviona ili greSke kod obezbedenja.

o Faktor finansijskog gubitka- Aviokompanije su izgubile milijarde dolara
prihoda tokom nekoliko proteklih meseci zbog opadanja potraznje za
putovanjem avionom kao i zbog povecanja troSkova bezbednosti i povecanog
industrijskog rizika.

Pre predstavljanja modela i modifikacija koje su uvedene pomocu ovih faktora,
navedene su analize svakog od njih.

Faktor saobracaja

Posto u proseku postoji manje letova izmedu bilo koje dve lokacije, posmatrajuci
trenutnu situaciju, vrlo je verovatno, iako su sve ostale stvari ostale nepromenjene, da
¢e potraznja za bilo koji dati let rasti. Na osnovu toga, letovi ¢e verovatno biti puniji
nego ranije, a prosetno vreme cekanja izmedu letova do date destinacije Ce se
verovatno povecati. PoSto ¢e se prosecno vreme cekanja izmedu letova povecati
razumno je ocekivati da ¢e prekobrojni putnik zahtevati vi§i nivo nadoknade zbog
gubitka vremena.

U sluc¢aju putnika koji prihvate neku vrstu nadoknade, prose¢na zahtevana cena
za odricanje mesta u avionu ¢e biti viSa. Za nedobrovoljno prekobrojne putnike
aviokompanije poseduju planove nadoknade koji zavise od cene karte 1 od vremena
cekanja putnika do sledeceg slobodnog leta. Ove nadoknade ¢e takode biti viSe 1z dva
razloga. Prvo, pod pretpostavkom da zalihe aviona opadnu viSe nego $to je opala
potraznja za letove prema svim destinacijama, cena karte ¢e tada rasti. Drugo,
povecanje prosecnog vremena ¢ekanja dovodi do vecih troSkova aviokompanija za
nadoknade nedobrovoljno prekobrojnim putnicima. Sprovedena je detaljna analiza
slucajeva dobrovoljno i nedobrovoljno prekobrojnih putnika koriS¢enjem modela
aukcije 1 modela raspodele vremena Cekanja.

Faktor bezbednosti

Povecanje bezbednosti u i oko aerodroma ¢e dovesti do povecanja broja vlasnika
karata koji ¢e se pojaviti na aerodromu, ali ukoliko dode do zastoja u bezbednosti ti
putnici nece biti u mogucnosti da stignu na vreme do izlaza. Ovaj efekat ¢e dovesti do
opadanja verovatnoce p da ¢e se pojedinacni vlasnik karte pojaviti na svoj let. Sa
druge strane, uspeSna primena mera bezbednosti moze dovesti do poboljSanja u javnoj
slici avionske industrije 1 do povecanja potraznje.



Faktor straha

Faktor straha jednim delom uti¢e na efekte faktora bezbednosti. Sa jedne strane,
povecan strah od letenja dovodi do opadanja potraznje za putovanjem avionom i do
opadanja veli¢ine trziSta. Ako manje ljudi odluci da leti tada zastoji u bezbednosti nisu
toliko ozbiljni. Sa druge strane, ako veci procenat vlasnika karata odluci da leti zbog
neminovnosti, onda ¢e se verovatnoca da vlasnik karte postane putnik, tj. da dobije
svoje mesto u avionu, povecati zbog smanjenja otkazivanja i nepojavljivanja.

Faktor straha ukazuje na to da zbog veceg dela ljudi koji lete zbog neophodnosti,
manje njih ¢e pristati da budu prekobrojni po bilo kojoj ceni. Dakle, procenat
nedobrovoljno prekobrojnih putnika ¢e se povecati. Zajedno sa tim, prosean nivo
nadoknade zahtevan od strane dobrovoljno prekobrojnih putnika ¢e verovatno rasti.

Faktor finansijskog gubitka

Posto kompanije teze da uvecaju kratkorocne profite mogucée je da neke
aviokompanije odluce da primene malo agresivniju politiku prebukiranja. Kada se takva
situacija dogodi moZe do¢i do rata izmedu aviokompanija ako povecana prebukiranost
dovodi do viSeg prihoda zbog toga Sto su avioni popunjeni blize kapacitetu.
Aviokompanije koje nisu primenile ovu politiku ¢e brzo biti prinudene da prate ostale
aviokompanije da bi dorasle svojim konkurentima. Povecanje broja prekobrojnih
putnika ¢e dovesti do povecanja troskova nadoknade Sto ¢e poravnati uvecani prihod.
Ako aviokompanije saglasno odlu¢e da primene agresivnu politiku prebukiranja,
rezultati ¢e verovatno naneti Stetu ve¢ini ako ne 1 svim aviokompanijama kroz vise
troSkove nadoknada.

Ako su aviokompanije manje kratkovide uzece u obzir i1 efekat koji ima javna
slika na potraznju za putovanjem avionom. Posebno, opadanje broja prekobrojnih
putnika ¢e poboljSati njihovu sliku 1 moze podstaci potraznju Sto ¢e dati podlogu za
buduc¢i tok prihoda. U praksi je bitno da pojedina¢ne aviokompanije procene relativnu
vaznost ovih efekata kada uspostavljaju svoju politiku prebukiranja.

3.2 Uvod i motivacija za osnovni model prebukiranosti

Prvo je razmatrana strategija optimalnog prebukiranja za jedan let nezavisan od
svih drugih letova. Ovo je vazno pojednostavljenje glavnog problema prebukiranosti.
Ovaj model je bitan i koristan zbog nekoliko razloga. Prvo, sluzi da bi se razvila
intuicija o opStem problemu prebukiranja. Drugo, razmatra netrivijalan slucaj koji je 1
dalje veoma lako obradiv 1 zbog toga nam dopusta vise analiza.

Pretpostavlja se da avion ima kapacitet sa C identicnih sediSta. Ova
pretpostavka ¢e kasnije biti oslabljena kada se bude razmatrao model sa vise klasa.
Takode pretpostavlja se da je cena karte 7 =140$ nezavisna od vremena kada je



kupljena. Konacno, pretpostavlja se da je strategija prebukiranja aviokompanije da
proda do B karata ako je to moguce (B > C).

Ova strategija je analizirana u slucaju kada je let u potpunosti rasprodat (tj. sve
karte B su prodate). Analiza ovog slucaja je jedan od direktnih nacina da se izmeri
efikasnost strategije prebukiranja aviokompanije.

Broj putnika po letu je modelovan binomnom raspodelom, gde vlasnik karte
postaje putnik sa verovatno¢om p. Prose¢na vrednost za p dobijena je na osnovu

letova deset ameri¢kih avikompanija 1 iznosi p =0.85. Primetimo, medutim, da p

vrednost za pojedina¢ni let zavisi od mnoStva faktora- naprimer vremena poletanja,
duzine leta, destinacije 1 od toga da li je sezona odmora. Zbog mogucih varijacija
vrednosti p od leta do leta sprovedena je analiza za niz moguc¢ih vrednosti p.

Medutim, aviokompanija poseduje ili moze da proceni empirijsku vrednost za p za

bilo koji pojedinacni let. KoriS¢enjem binomnog modela, verovatnoc¢a da postoji tacno
i putnika medu B vlasnika karata je

B i B—i
(ijp (I-p).

Dalje su modelovani troSkove nadoknade. Pretpostavlja se da je svakom
prekobrojnom putniku pla¢ena nadoknada (k+1)7 =140(k+1) za neku pozitvnu

konstantu k. Prevedeno u svakodnevne termine, to znaci da prekobrojni putnik dobija
nadoknadu jednaku ceni svoje karte 1 jo§ neku dodatnu kompenzaciju 7 >0.
Pretpostavka da je troSak nadoknade konstantan za sve prekobrojne putnike ¢e kasnije
biti oslabljena.

Funkcija troSkova nadoknade je definisana sa F(i,C) i ona predstavlja ukupne

nadoknade koje aviokompanija mora da plati ako postoji tacno i putnika za let

kapaciteta C
0 i<C
F(i,C) = .
(k+DTG-C) i>C
Sa dosadaSnjim rezultatima o¢ekivani prihod R se moze izracunati kao funkcija
strategije prebukiranja B

5.(B) , ,
R(B) = Z[i)p’(l—p)f*" (BT - F(i,0)) (1)

i=C+1

=140B —140(k +1) i (?Jp"(l—p)B‘i(i—C). 2)

Dakle, za date C, p 1 k, moguce je odrediti strategiju prebukiranja B, koje
maksimizuje R(B). B,, je odredeno pomocu kompjuterskog programa simulacijom

razli¢itih vrednostiza C, p 1 k.
Primetimo da je prihod od prekobrojnog putnika ,7 — (k +1)T = —kT , umanjen k
puta u odnosu na prihod od ukrcanog putnika, 7. Dakle, optimalna strategija
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prebukiranja treba biti izabrana tako da je raspodela putnika balansirana na neki nacin
tako da 1/(k+1)-ti deo odgovara prekobrojnim putnicima, a preostali k/(k+1)-ti deo
odgovara ukrcanim putnicima.

Binomna raspodela putnika je aproksimirana pomocu standardne normalne

raspodele da bi iskoristili funkciju ¢(x) = J' \/;_ e
SN2

2 v ..
“ Gime se dobija

C-Bp
JBri—p ="y

k+1
Oslobadanjem imenilaca i1 reSavanjem jednacine po B dobija se
2

L,k \/ NN

— ¢ (— ) p- 2 ) p(-p)+4
) ¢ (k+1) p=p)+,/¢ 7 p(=p)+4pc

B = , 3
opt 2p ( )

kao analitiCka aproksimacija za B,, . Primetimo da kada stavimo da je £ =1 dobijamo
B:)pt =C/p.

Rezultati i tumacenje

KoriS¢enjem softverskog paketa Mathematica reSena je jednacina (2) za
optimalno B 1 odredene C, p 1 k. U tabeli 1 su predstavljeni rezultati za let kapaciteta

C=150.

Tabela 1
p k BOPt B(;pt
0.80 1 189 188
0.85 1 177 176
0.90 1 167 167
0.80 2 186 185
0.85 2 175 174
0.90 2 165 165
0.80 3 184 183
0.85 3 173 173
0.90 3 164 164

Tabela 1: Optimalna strategija prebukiranja u poredenju sa matematickom
aproksimacijom B o sa datim verovatno¢ama pojavijivanja i konstantama nadoknade.
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Primetimo da u realnoj situaciji £ nece nikad preci 3. To znaci da prekobrojni
putnici nikad nece dobiti nadoknadu koja je £+1=4 puta ve€a od njihove cene karte.
Realnija situacija bi bila da je k=1 ili 2. Takode, primetimo da je p uvek negde izmedu

0.85, kao Sto je spomenuto ranije. Vrednosti za pi k prikazane u tabeli 1 su veoma

realne 1 zbog toga formula (3) daje stope prebukiranosti koje su veoma blizu
optimalnim vrednostima dobijenim kompjuterski. Zbog toga se ova formula moze
smatrati razumnom aproksimacijom pravog B, .

Sada su detaljnije analizirani podaci dobijeni kompjuterski za optimalnu
strategiju prebukiranja. Primetimo da za dati let, C i T su poznati i aviokompanija
moze, kao §to je ranije objasnjeno, dobiti veoma dobre aproksimacije za pi k. Dakle,

poSto su poznati svi podaci za C,T, pi k moze se dobiti optimalna strategija
prebukiranja B, ,. Na slici 1 je prikazan ocekivani prihod R(B) u odnosu na strategiju

prebukiranja B pomocu jednacine (2),za C =150,k =1,p=0.851 T =140.

24000 _
23500 4
23000
prihod
22500
22000 A
21500
21000
karte
150 160 170 180 190 200 210
Slika 1
Prihod R u odnosu na strategiju prebukiranja B, za C =150,k =1,p=0.85 i
T =140%

U optimalnom B=177, aviokompanija moze da ocekuje prihod
R(177) =24200%, Sto je visSe od 15% ostvarenog viska u odnosu na R(150) =21000$,
gde nije koriS¢ena politika prebukiranja. Ovo pokazuje ocigledne prednosti koje
aviokompanije imaju ukoliko koriste politiku prebukiranja.

Medutim, najvaznije je primetiti da ako se koriste neke strategije koje su blizu
optimalne, to moze dovesti do ozbiljnih posledica na prihod. Kori§¢enjem ovog modela
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moze se pokazati da ako se koriste politike prebukiranja B koje su izvan intervala
[173,183] ocekivani gubitak ¢e biti viSe od milijardu dolara tokom perioda od 5 godina.
Ovo pokazuje finansijski uticaj koji ima odabir optimalne, ili blizu optimalne strategije
u odnosu na manje optimalne.

Model koji je do sada predstavljen je dosta pojednostavljen. Njegovo ocigledno
ograni¢enje je $to ne uzima u obzir nezadovoljstvo prekobrojnih putnika i1 sklonost da
promene aviokompaniju. Takode model pretpostavlja konstantnu funkciju troSkova
nadoknade za prekobrojne putnike. Dodatno, osnovni model pretpostavlja da su sve
karte identiCne, tj. da svi lete u jednoj klasi. Takode, model pretpostavlja da su svih B
karata koje kompanija planira da proda i1 prodate §to nije slucaj za svaki let.

Ovaj model uspesno analizira najvaznije promenljive u problemu prebukiranja-
prihod kao funkciju strategije prebukiranja kada kapacitet aviona, verovatnoca da ce se
vlasnik karte pojaviti 1 funkcija troSkova nadoknade variraju.

Faktori komplikacija

Od cetiri faktora komplikacija samo su dva relevantna za ovaj model 1 to su
faktor bezbednosti i1 faktor straha. Na osnovu dosadasnje analize, glavni efekat faktora
bezbednosti je smanjenje verovatnoce p. Sa druge strane, glavni efekat faktora straha

je da ve¢i deo putnika koji lete to ¢ine iz neophodnosti. Posto ¢e se takvi putnici
verovatnije pojaviti u vreme poletanja aviona od drugih, faktor straha utice na to da
verovatnoca p raste.

Slika 2 prikazuje optimalnu strategiju prebukiranja B,, u odnosuna p (za fiksne k =1
i C=150).
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180 A

170 A

optiraalng

160+

150 | werovatnoda p

08 085 09 095 1
Slika 2

TeSko je utvrditi tatne promene u p koje rezultuju od faktora bezbednosti i
straha. Medutim, aviokompanije mogu to odrediti empirijski pomocu statistickih
podataka svojih letova.

Osnovni model prebukiranosti pruza mogucnost maksimizacije prihoda u

odredenim scenarijima. Posebno, daje nam vrednost B,, za maksimalan broj karata

koje aviokompanija treba da proda za odredeni let. Model daje odgovor na to pitanje za
razliCite vrednosti kapaciteta aviona C, verovatnoce pojavljivanja p 1 konstante
nadoknade k. Na primer, u realnim uslovima model predlaze prodaju 177 karata za
avion kapaciteta 150 da bi se maksimizovao prihod. Dodatno je navedena i formula za
dobijanje dobre aproksimacije kompjuterski generisanog B, , .

Model je koristan zato §to dozvoljava veci broj razumnih analiza kao
podslucajeva opSteg problema prebukiranja. Medutim, on ne uzima u obzir situacije
koje ukljucuju vise letova ili viSe klasa.
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3.3 Osnovni model prebukiranosti-vise klasa

Uvod i motivacija

Vecina aviokompanija prodaje karte za viSe razlicitih klasa koje su najceSce
biznis 1 ekonomska klasa. U ovom poglavlju je proSiren osnovni model, koji je uzimao
u obzir samo jednu klasu, sa viSe klasa.

Zbog jednostavnosti se razmatra slucaj sa dve klase, biznis 1 ekonomskom.
Avion ima C, sediSta biznis klase 1 C, sediSta ekonomske klase. Pretpostavlja se da je

cena karte u biznis klasi 7, = 2808, a u ekonomskoj 7, =140$. Razmatra se strategija
prebukiranja prodavanjem do B, karata biznis klase 1 do B, karata ekonomske klase,

gde su ta dva tipa prodaje nezavisni jedan od drugog.

Sli¢no kao 1 ranije pretpostavlja se da vlasnik karte u biznis klasi postaje putnik
sa verovatnoom p,, a da vlasnik karte u ekonomskoj klasi postaje putnik sa
verovatno¢om p,. KoriS¢ene su dve nezavisne binomne raspodele. Vlasnici karata
biznis klase ¢e verovatnije postati putnici od onith u ekonomskoj klasi poSto su oni
ulozili viSe novca u svoje karte, tj. p, > p,.

Dakle, verovatnoca da postoji tatno i putnika biznis klase je
Bl.ljpli(l_pl)Bl_i»

1 verovatnoc€a da postoji tatno j putnika ekonomske klase je
B, . B
jszé (1= p)™7.

TroSkovi nadoknade su modelovani kao konstantni po prekobrojnom putniku, ali
zavisni u odnosu na putni¢ku klasu, sa (k, +1)7, nadoknade za prekobrojnog putnika

biznis klase 1 (k, +1)7, za prekobrojnog putnika ekonomske klase, za neke pozitivne £,
1 k,. Dalje, je definisana funkcija troSkova nadoknade F(i,;,C,,C,) da bude ukupan
troSak nadokanada koje aviokompanija placa ako postoji i putnika biznis klase i

putnika ekonomske klase za avion sa C, sediSta biznis klase i C, sediSta ekonomske
klase
0 i<C,j<C,
T,(k, + )i -C)) i>C,,j<C,
max{7,(k, +I)((j - C,)-(—-C))),0} i<C,,j>C, .
Tl(kl +1)(i—Cl)+T2(k2 +1)(j—C2) i> Cl:j > Cz
Tre¢i slucaj u gornjoj jednacini znaci da visak putnika u ekonomskoj klasi moze
biti prebacen na slobodna sediSta biznis klase. Sa druge strane, viSak putnika biznis
klase ne sme biti prebacen na sediSta ekonomske klase; to se vidi u drugom slucaju.

Sada se moze modelovati o€ekivani prihod R kao funkcija od strategija
prebukiranja (B,,8,),

F(i,j,Cl,Cz) =
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5 5 (BB, . ny B o
R<Bl,Bz>=ZZ( j[ J?jpf(l—pl)‘*l pl(1-p,)* (BT, +B,T, -~ F(i,,C,,C,)).

i=1 j=1

Rezultati i objasnjenje

Za fiksne C,,T,p, 1 k,,(i=12), mogu se odrediti (B
R(B,,B,) maksimalno, koriS¢enjem istog kompjuterskog programa kao 1 u sluc¢aju jedne
klase. Primetimo da za dati let, C, i 7, su poznati i aviokompanija moze empirijski

1,opt ® B2,opt) za kO_]e Je

odrediti vrednosti za p, 1 k,.

Na primer, za avion kapaciteta C, =20 sedista biznis klase 1 C, =130 sedista
ekonomske, sa cenama karata 7, =280$ 1 7, =140$ 1 konstantama nadoknade
k, =k, =1, dobijaju se optimalne strategije prebukiranja u tabeli 2.

Tabela 2

P D, Bl,opt BZ,opt
0.85 0.80 23 165
0.90 0.80 22 165
0.95 0.80 20 166
0.85 0.85 23 155
0.90 0.85 22 155
0.95 0.85 20 155
0.90 0.90 22 146
0.95 0.90 21 145

Tabela 2: Optimalne strategije prebukiranja kod dve klase za date verovatnoce
pojavljivanja

Optimalna strategija ukljuuje veoma malo prebukiranja putnika biznis klase. To
je razuman rezultat posto je nadoknada mnogo visa kod prekobrojnih putnika biznis
klase nego kod ekonomske klase.

Primetimo da za konstantno p,, ukupan broj prebukiranih putnika B, +B u

1,0pt 2,0pt
optimalnoj strategiji nije mnogo naruSen tacnom vredno$¢u p,. Ova Cinjenica je

prikazana u tabeli 3. Uporedeni su ukupan broj prekobrojnih putnika B, +B,,, u

2,0pt
optimalnoj strategiji sa dve klase i verovatnoama pojavljivanja (p,,p,) sa brojem
prekobrojnih putnika B,, u optimalnoj strategiji sa jednom klasom i verovatnocom
pojavljivanja p = p,. Dakle, verovatnoca pojavljivanja u slucaju jedne klase je jednaka
verovatnoci pojavljivanja kod ekonomske klase u slucaju dve klase.

Tabela 3 jasno pokazuje da je B,,, +B,,, jednako ili veoma blizu jednakosti sa

B,,, u svim sluCajevima. Zakljucak je da efekat viSe klasa na optimalnu strategiju

prebukiranja 1 nije toliko znacajan.

16



Tabela 3

D D Bl,opt+BZ,0pt Bopt za

P=D
0.85 0.80 188 189
0.90 0.80 187 189
0.95 0.80 186 189
0.85 0.85 178 177
0.90 0.85 177 177
0.95 0.85 175 177
0.90 0.90 168 167
0.95 0.90 166 167

Tabela 3: Ukupan broj prebukiranja u optimalnim slucajevima sa jednom i dve klase

4. Analiza troskova nadoknade

U ovom poglavlju su analizirani troSkovi aviokompanija zbog nadoknada
prekobrojnim putnicima. Postoje razni pristupi ophodenja prema prekobrojnim
putnicima. Kljuéni element koji razdvaja ove pristupe je stepen izbora koji imaju
putnici. U slu¢aju kada putnik nije spreman da se odrekne svoje karte 1 mesta u avionu
aviokompanija mora nasilno da suspenduje koriS¢enje te putnicke karte. U takvim
slucajevima putnik ima malo izbora $to se ti¢e koli¢ine nadoknade koja mu pripada.

Sa druge strane, putnik se moze sloZiti da pregovara sa aviokompanijom u nadi
da ¢e izvu¢i odredenu cenu za svoje odricanje karte. U ovom slucaju putnici imaju vise
izbora nego u proslom scenariju i uglavnom to dovodi do odgovaraju¢eg kompromisa.
Da bi to postigla, aviokompanija Cesto organizuje aukcije za putnike u kojim se najnize
ponude prve kupuju.

U ovom poglavlju je podeljena analiza troskova nadoknade na dva dela. Prvo je
konstruisan model za troSkove nedobrovoljno prekobrojnih koji uzimaju u obzir
raspodele vremena ¢ekanja za letove. Nakon toga su razmatrane metode aukcije za
dobrovoljno prekobrojne putnike i1 izvedeni novi rezultati za ocekivane troSkove
nadoknade kod neprekidne aukcije.

4.1 Nedobrovoljno prekobrojni

Aviokompanije su obavezne da svim putnicima koji su nedobrovoljno
prekobrojni daju pisanu izjavu u kojoj opisuju njihova prava i objasnjavaju kako
aviokompanija odlucuje ko ¢e uci na prebukirani let, a ko ne¢e. Onim putnicima koji ne
uspeju da udu u avion se obicno dodeljuje na licu mesta odredena nadoknada zbog
odbijanja. Iznos te nadoknade zavisi od cene njihove karte 1 od duzine ¢ekanja na
slede¢i nacin:
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e Putnici koji su nedobrovoljno prekobrojni i kojima aviokompanija uredi neki
drugi let u zamenu za taj u roku od jednog sata, ne dobijaju nikakvu nadoknadu.

e Ako aviokompanija uredi odgovaraju¢u zamenu za let za koji se ¢eka izmedu
jednog i dva sata, ona mora ispalatiti prekobrojnim putnicima iznos jednak
njihovoj ceni karte u jednom pravcu sa jo§ 200$ maksimum.

e Ako se za naredni let ¢eka duze od dva sata ili ako aviokompanija ne obezbedi
nikakvu zamenu leta, ona mora platiti iznos manyji ili jednak sa 300% od cene
karte ili jo§ 4008.

e Prekobrojni putnici uvek mogu da zadrze svoje karte i iskoriste ih za drugi let.
Ako odluce da sami pronadu drugi let dobijaju nadoknadu u visini njihove cene
karte.

Ovi uslovi se primenjuju samo za domace letove i ne veze za avione koji primaju 60
putnika 1 manje. Postoje drugi manji izuzeci, ali oni nisu bitni za ovaj model. Funkcija
koja predstavlja troSkove nadoknade za nedobrovoljno prekobrojne putnike sada je data
sa
0 ako 0<T<1
C(T,F)={min2F,F +200) ako 1<T<2,
min(3F,F +400) ako 2<T

gde je T vreme ¢ekanja, a F je cena karte. Kao §to je pomenuto ranije pretpostavlja se
da su svi letovi na datoj lokaciji direktni 1 imaju isto trajanje. Zbog toga je vreme
cekanja izmedu letova jednako razlici u vremenima poletanja i vreme ¢ekanja 7 se
smatra vremenom do sledefeg poletanja aviona na datoj relaciji. Kod formulacije
gornje jednaCine pretpostavlja se da nedobrovoljno prekobrojni putnici uvek traze
nadoknade za svoje karte.

4.2 Nedobrovoljno prekobrojni: Model vremena ¢ekanja i o¢ekivanih
troSkova

Da bi koristili funciju troSkova nadoknade za odredivanje prose¢ne nadoknade
(po nedobrovoljno prekobrojnom putniku) potrebno je poznavati raspodele za cene
karata 1 vreme ¢ekanja. PoSto je do ove informacije veoma teSko doci sa tacnoscéu za
odredeni avion tokom datog dana u mesecu, posmatra se sledece:
1. Odreduju se ocekivani troskovi nadoknade za prose¢nu cenu karte 1408$.
2. Kasnije se specificira model za raspodelu vremena ¢ekanja koji omogucava
direktno izraunavanje ovih tro§kova.

Model za raspodelu vremena ¢ekanja ¢e imati eksponencijalnu raspodelu. Postoje dva
glavna razloga zbog kojih se preporucuje koriS¢enje ovog modela:
1. Eksponencijalna raspodela se obi¢no pojavljuje u praksi kao raspodela za
koli¢inu vremena dok se ne desi neki dogada;.
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2. Ako vreme cekanja izmedu dogadaja ima eksponencijalnu raspodelu sa
parametrom A, broj dogadaja koji se dese u jednom vremenskom intervalu prati
Poasonov proces sa parametrom A. Pristizanja aviona mogu biti posmatrana
pomocu jednog takvog procesa. Poasonov proces ima osobinu da je suma
Poasonovih procesa sa parametrima A, 1 A,, respektivno, takode Poasonov

proces sa parametrom A4, +4,.

Eksponencijalni model

Neka je T slucajna promenljiva koja predstavlja vreme Cekanja izmedu letova

tako da je
Prob(T <t)=1-e".
Zbog osobina eksponencijalne raspodele poznato je da je E(T)=7=1/1, gde je 7
srednje vreme Cekanja do sledeceg slobodnog leta. U stvarnosti 7 je funkcija koja
zavisi od mnogo faktora ukljucuju¢i vreme u godini kao 1 atraktivnost destinacije.
Uopsteno, koli¢ina zastoja u bezbednosti (faktor bezbednosti), kao i ¢injenica da je u
skorije vreme koliCina letova smanjena (faktor saobracaja), uti¢u na povecanje r iznad
ranijih nivoa.
Ocekivani troskovi

Sada se mogu izracunati o¢ekivani troSkovi nadoknade za nedobrovoljno prekobrojne
putnike.

Teorema 1: Pretpostavlja se da vreme Cekanja 7 ima eksponencijalnu raspodelu sa
parametrom A 1 da su troSkovi nadoknade funkcija koja zavisi od cene i vremena
¢ekanja, data sa C(F,T). Ocekivani troskovi nadoknade za nedobrovoljno prekobrojne

putnike koji su kupili kartu po ceni F =P su
min(2P, P +200)[e * —e > ]+ min(3P, P + 400)[e **].

Dokaz: Slucajna promenljiva sa eksponencijalnom raspodelom sa parametrom A ima
funkciju gustine Ae . Na osnovu definicije uslovnog oéekivanja i definicije za C(F,t)
sledi

) 1 2
E[C(F.1) |F = P1= [ Ae™ C(P,t)dt = [ e (0)dt + [ Ae™ min(2P, P +200)dt +
0 0 1
+ j Je™ min(3P, P + 400)dt.
2
IzraCunavanjem ovih integrala po ¢ dobija se zeljeni rezultat. gy

Pomocu ovog rezultata dobija se osnova za procenu prosecnih troSkova po
nedobrovoljno prekobrojnom putniku.
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Procena za r

Ostalo je jo§ da se proceni prosecno vreme Cekanja 7. Nazalost, statisticki
podaci koji se ticu vremena ¢ekanja pomocu kojih bi odredili vrednost za ¢ nisu
dostupni. Medutim, zbog nedostatka tih podataka pretraZzeni su sajtovi na internetu koji
sadrZe onlajn rezervisanje za letove izmedu vecih gradova. Po tim proracunima realno
vreme ¢ekanja u toku dana je otprilike 2.6 sati. Ovaj proracun ne uzima u obzir vreme
izmedu poslednjeg leta u jednom danu i prvog leta u narednom danu na istoj destinaciji.
Ako se 1 to ukljuci u proracun onda je 7 ~4.8. KoriS§¢enjem manje vrednosti, 7 =2.6
sati dobijaju se oCekivani trosSkovi nadoknade

E[C(F,1) |[F =140]=255S.

4.3 Dobrovoljno prekobrojni: Metod aukcije

Poteskoce koje se javljaju zbog prebukiranja putnika se teSko predvidaju.
Gubitak dobre volje putnika i1 neizbezno smanjenje u trziSnom udelu je dodatno
pogorsano legalnim potesko¢ama i moguénostima krivicnog gonjenja. 1968. godine J.L.
Simon je predloZio reSenje ovih problema zasnovano na aukciji. Svaki vlasnik karte
koji konkuriSe za mesto u avionu podnosi zapecacenu kovertu koja sadrzi najmanji
1znos novca za koji je spreman da se odrekne svoga mesta u avionu i saceka drugi let.
Ako nema sediSta za sve putnike, aviokompanija tada moze da pruzi nadoknadu onim
putnicima koji su zahtevali najmanje novca i zahteva da se oni odreknu svojih mesta.
Simon je naglasio da bi ovo bilo bolje za putnike, jer nikad nece biti prekobrojni bez
odgovaraju¢e nadoknade, a takode je povoljno i za aviokompanije jer time mogu da
podignu svoj nivo prebukiranosti na visi nivo.

Postoje dva moguca nacina za postizanje aukcije:

1. Prvi, predlozen od strane Simon-a, je da se prisili svaki putnik da izabere cenu za
koju ¢e se odre¢i svoje karte. Aviokompanija ¢e tada biti u mogucnosti da
odmah uredi sva svoja prebukiranja.

2. Drugi, koji je viSe primenjivan u vecini aviokompanija je da se cene nadoknade
saopStavaju u diskretnim vremenskim intervalima. Tada putnici mogu da biraju
ponudu koja im odgovara.

Prva moguénost je interesantna zato $to se moZze odmah realizovati 1 dozvoljava
aviokompanijama da nadoknade svakom putniku samo minimalni iznos novca. Druga
mogucnost, sa druge strane, moze prouzrokovati zasto] dovode¢i do nezadovoljstva
putnika 1 aviokompanije ¢e uvek placati malo viSe od minimalne nadoknade za svakog
prekobrojnog putnika (zato $to je samo konacan broj nadoknada ponuden). Sa druge
strane, aukcija drugog tipa moze biti zapoceta dovoljno pre poletanja aviona 1 i dalje
imati dovoljno prisutnih putnika da bi se dobili dobri rezultati. Takode, ako se intervali
postepeno povecavaju razlika u ceni je zanemarljiva. Dakle, ove metode bi trebalo da
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daju sli¢ne rezultate i zbog jednostavnosti se posmatra samo druga metoda, ali sa
neprekidnim ponudama nadoknade.

4.4 Dobrovoljno prekobrojni: Rezultati neprekidne aukcije

U ovom poglavlju je sprovedena analiza rezultata aukcije sa konstantnim
povecavanjem nadoknade. U literaturi je uobiCajeno pretpostaviti da ako m putnika
dobije nadoknadu kroz aukciju, tada ¢e ukupan trosak nadoknade aviokompanije biti
linearna funkcija po m, mada neki autori smatraju da bi ta funkcija trebalo da bude
nelinearna 1 konveksna. Mogucée je re¢i puno viSe sa samo nekoliko osnovnih
pretpostavki:

e 1 vlasnika karata se pojavilo za let kapaciteta C, gde je n>C (dakle ima n

putnika za C sedista),

e svaki putnik poseduje neku minimalnu cenu nadoknade za koju je spreman

da se odrekne svoje karte. Nju ¢emo zvati granicna cena,

e aviokompanija uvek moze da prebaci vlasnika karte na neki od svojih

narednih letova bez troSkova (tj. ne mora da plac¢a kartu kod konkurentne
aviokompanije).

U 1idealnoj aukciji aviokompanija ¢e ponuditi dovoljno visoke cene za
nadoknade 1 kad god ta cena prekoraci grani¢nu cenu putnika on ¢e se dobrovoljno
odreci svoje karte. Da bi ovo analizirali prvo se pretpostavlja da postoje vlasnici karata
(I,,T,,....I',). Zbog jednostavnosti su poredani tako da je grani¢na cena putnika T,

manja od grani¢ne cene putnika T'; ako 1 samo ako je i< j.

DefiniSemo:
D(x) - verovatnoca da ¢e se slucajno izabrani vlasnik karte odreci svoje karte za

cenu x,
Y - iznos nadoknade koju aviokompanija mora da plati ', da bi ga navela da se

odrekne svoje karte,
X, - ukupan iznos nadoknada koje aviokompanija mora da plati da bi navela m

putnika da se odreknu svojih karata.
Primetimo da zbog pretpostavke da je grani¢na cena putnika I', manja od grani¢ne cene

putnika I'; ako i samo ako je i< j, sledidaje X, = iYi . Zbog toga, da bi se odredilo

i=1

E[X, ] treba samo odrediti E[Y;] za i <m. Da bi to uradili koristimo slede¢u teoremu:

m

Teorema 2:

ALY, = Z[’fj [ (D))" (=D d

i=0
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Dokaz: Neka je G, (x) verovatnoCa da ¢e se tatno m putnika odre¢i svoje karte
dobrovoljno za nadoknadu x. Tada, poSto su reakcije putnika nezavisne imamo

G, (x)= [ZJ(F(x»'" (- F(x)"™".

Neka je D, (x) verovatnoc¢a da putnik I', ima grani¢nu cenu manju od x (. D, (x) je

verovatnoc¢a da vlasnik karte ima grani¢nu cenu manju od x, pri ¢emu on ima m-tu
najmanju grani¢nu cenu od svih n vlasnika karata). PoSto ¢e se najmanje m putnika
odreci svoje karte dobrovoljno za naknadu x ako i samo ako je grani¢na cena putnika
', manja od x sledi

m

D, (x) = znG (x) = Z[ )(D(X)) (I1-D(x)"" = Z[ j(D(X)) (1-D(x)"",

n

Posto je Z( ‘j(D(x))"(l—D(x))”" =(D(x)+1-D(x))" =1. Medutim, D, (x) je po
l

i=0
definiciji funkcija raspodele za Y, , pa je

O m—1

E[Ym]—j(l D, (x))dx = jZ[ )(D(x)) (1= D(x))"" dx =

o i=0

Z[ jj(D(x)) (1= D(x)"

=0

Veoma malo stvari se dalje moze uraditi bez boljeg poznavanja prirode D(x).
Ne postoje neki skoriji podaci, ali kada su aviokompanije prvi put razmatrale problem
aukcije 1978. godine K.V. Nagarajan je birao putnike na osnovu njihove grani¢ne cene.
lako je sproveo malo analiza, zaklju¢uje se da funkcija raspodele ove grani¢ne cene
veoma lepo odgovara ekponencijalnoj krivoj oblika 1—e~* za fiksno A.
Tako su ovi podaci zastareli ovo strogo opravdava pretpostavku da je D(x)=1-e * za
neko A4 izabrano nezavisno od x. Navodimo sledece tvrdenje:

Teorema 3: Ako je D(x)=1-e " za neko konstantno 4, tada je

1 1 1 1 1
E[X |=—m—-(n—-m)(—+ + +..+
LX) A( ( )(n n-1 n-2 n—m+1))

Dokaz: Neka je u= D(x)=1-e *. Tada je

du _ = Ae ™™ = A(1-u) paje 1 . Ako ovo zamenimo u teoremu
dx du A(l—-u)
dobijamo

A= msz vt A(ll—u) = %WZ@I u"(1—u)""" du .

i=0 0 i=0 0
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1
Sada je |u”(1-u)"""'du Beta funkcija, a poznato je da je ona jednaka
J
0

d(n-m-1)! 1
(n—m+1)! m_m{n)
m
Dakle,
lm—l n 1 lm—l l
S T
Ai:() l . l’l AiZO n-—i
—
i
Konac¢no,
m m 1 m  i—1 1 1 m—1 m l 1 m—lm_]
E[Xm]:E[ Yl]: E[Yl]:_ - =— = =
; i=1 A;j—on_] AjZOi—an_] Aj—o n—j
m=1 _,
LS L emt e L)
A ‘sn—j A n n—-1 n-2 n—m+l1
|

Koris¢enjem aproksimacije %+ % — LI Inn dobija se da je
n

n

E[X, ] z%(m—(n—m)ln(n_m)).

Ostaje samo da se odredi vrednost za 4. Nazalost, ne postoji razlog da verujemo
da je ono konstantno za sve scenarije. Na primer, putnici ¢e sigurno prihvatiti manju
nadoknadu za svoje karte ako je slede¢i let u skorije vreme. Dakle, ovo je svakako
oblast koja zahteva viSe istraZivanja.

U svrhu ovog istrazivanja pretpostavlja se da je 4 konstantno za sve situacije 1
bi¢e procenjeno na osnovu leta kapaciteta C =150 sa samo malim brojem prekobrojnih

putnika T, koji imaju grani¢nu cenu 100$. Dakle imamo lLleOS;, tako da je

1

A~
15000
Konacno, pokazano je da u slucaju idealne aukcije sa ekponencijalnom
funkcijom potraznje, o¢ekivani iznos nadoknada koji je potreban da bi se m od n
vlasnika karata navelo da se odreknu svoje karte je
1% n )

B i—mn
T5000 "~ (1= mnC—>

$.
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Dosta vremena i iskustva nalaze da su aukcija, prebukiranje i njihova
kombinacija najbolje strategije za aviokompanije. Svakako, ako je putnik
nedobrovoljno prekobrojan, ne postoji razlog da mu se plati viSe nego $to je neophodno
jer ¢e on svakako biti nezadovoljan. Ako je putnik dobrovoljno prekobrojan, aukcija ¢e
ga samo ohrabriti da se odrekne svoje karte po ceni koja je veoma blizu njegovoj
grani¢noj.

U ovom poglavlju su uspesno modelovani troskovi nadoknade u oba slucaja.
Procenjeno je da ako je m od n putnika kupljeno putem aukcije , ocekivani troSak
aviokompanije ¢e biti

1$
15000 " 1T mC L)
Sa druge strane, Sto je naglasio Simon, ove musterije ¢e verovatno biti zadovoljne 1
posao nece biti izgubljen. Oc¢ekivani troSak aviokompanije koja je prisilno prebukirala
m od n putnika e biti

2558 *m .
Naravno, musterija koja je prekobrojna protiv svoje volje ¢e sigurno biti nezadovoljna i
postoji verovatnoca da ¢e pokusati da se prebaci na let neke druge aviokompanije.

5. Model prebukiranosti sa stohastiCkim kapacitetom

U mnogim proizvodnim sistemima kapacitet je stohasticka veliCina, §to Cini
planiranje proizvodnje mnogo komplikovanijim, posebno kod proizvodnih sistema
izrada po porudzbini (make-to-order MTO) i sastavljanja po porudzbini (assemble-to-
order ATO).

U MTO (ili ATO) sistemu proizvodnje planiranje se vr$i na osnovu porudzbina
(rezervacija) koje se primaju unapred. Prihvatanje ili odbijanje rezervacije zavisi od
snabdevenosti kapacitetom, ali takode 1 od njegove cene. Za svaku rezervaciju ugovara
se vreme isporuke, ako je prihvacena. Medutim, ako je rezervacija prihvacena, ali nije
izvrSena sistem mora da plati odredenu kaznu. Ovo mozZe da se desi kada zahtevani
kapacitet za prihvacene rezervacije jednog perioda prekoraci kapacitet tog perioda Sto
se pripisuje stohastickoj prirodi kapaciteta ili zbog precenjivanja kapaciteta
proizvodnje. Sa druge strane, odbijanje rezervacije znaci gubitak prihoda. Zbog toga,
prihvatanje ili odbijanje rezervacije rezultira gubitkom prihoda ili troSkovima kazne.
Dakle, cilj je da se razvije optimalna politika prihvatanja/odbijanja rezervacija da bi se
ostvario maksimalan ocekivani ukupni prihod (ukljucuju¢i 1 troskove kazne).
Komplikacije se javljaju zbog Cinjenice da tacan kapacitet nije poznat u vreme
pristizanja rezervacija zbog svoje stohasticke prirode.

Realno gledano, jedan razlog nesigurnosti kapaciteta se javlja zbog propusta
strojeva, zaustavljanja ili kvarova tokom operacije. Kao rezultat, posSto je trajanje
izdrzljivosti nepredvidivo, sistem ima stohasticke sate rada ili zapravo stohasticki
kapacitet proizvodnje. Fluktuacije u dostupnosti radne snage su drugi razlog zbog kog
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tacan kapacitet nekog proizvodnog sistema ne moze da se predvidi, posebno kada se
mnogo oslanjamo na stru¢njake.

Da bi formulisali stohasticke probleme raspodele kapaciteta u proizvodnom
sistemu, primenjuju se pojmovi i1 tehnike upravljanja prihodima. U ovom modelu se
pretpostavlja da je kapacitet proizvodnje stohastiCka veli¢ina 1 otuda se njena tacna
mera ne moze unapred predvideti u vreme planiranja. Model je razvijen matematicki 1
dat je metod analiti¢kog reSenja. Osobine optimalnog reSenja kao i ponaSanje funkcije
cilja su takode analizirane.

Pretpostavlja se da postoje dve klase potroSaca, redovni (ucestali) 1 povremeni
(manje ucestali) potrosaci. Prva klasa potroSaca ima prioritet i nivo cena je nizi od
nivoa cena kod potrosaca druge klase. Takode kazna za poniStenje rezervacije
uzrokovane prebukiranoscu se razlikuje za ove dve klase. S obzirom da su nivo cena 1
troSkovi kazne razli€iti za svaku klasu, politika prihvatanja/odbijanja za svaku klasu se
takode prikladno razlikuje. U stvari, optimalna politika utvrduje maksimalnan kapacitet
koji se moze dodeliti svakoj klasi. Da bi formulisali model 1 odredili optimalno reSenje,
primenjuju se koncepti upravljanja prihodima 1 modifikuju neke od njegovih tehnika da
bi odgovarale modelu.

Upravljanje prihodima (jo§ se naziva i upravljanje dobiti), koje je zasnovano na
osnovu industrije aviokompanija, odnosi se na kolekciju metoda, tehnika 1 koncepata
koje imaju za cilj da pripiSu neku ograni¢enu koli¢inu kratkotrajnih sredstava nekim
klasama potrosaca. Littliwood (1972) se smatra osniva¢em upravljanja prihodima. On
je predstavio analiticki model za dodeljivanje sedista putnicima u letu sa dve klase. Mc
Gill 1 Van Ryzin (1999) su ras€lanili glavne oblasti istrazivanja u oblasti upravljanja
prihodima na: kontrolu spiskova sediSta, prebukiranost, vrednovanje 1 predvidanje
potraznje.

Najpoznatija 1 najstarija primena upravljanja prihodima je u aviokompanijama
gde fiksiran kapacitet sediSta mora biti prodat (rezervisan) pre polaska svakog leta.
Medutim, veoma efikasno je primenjen i na druge oblasti kao $to su iznajmljivanje
kola, krstarenje brodovima, internet servis provajder, zeleznice, neprofitni sektor,
stanovi 1 hoteli, restorani, zdravstvena nega 1 turizam.

5.1 Problem raspodele kapaciteta

U ovom poglavlju je detaljnije definisan problem. U narednim poglavljima
model je matematicki formulisan i1 predstavljen je prilaz za pronalazenje optimalnog
reSenja.

Posmatra se MTO (ili ATO) proizvodni sistem sa stohastickim kapacitetom. Kao
Sto je spomenuto ranije, sistem ima dve klase potroSaca, redovne i povremene
potrosace. U slucaju ograni¢enog kapaciteta potrosaci prve klase imaju prioritet u
odnosu na potroSafe druge klase Sto se ti¢e prihvatanja rezervacija. Dalje, oni imaju
prednost u vidu nekog popusta 1 njihova cena je uglavnom niza u odnosu na onu kod
potrosaca druge klase.
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lako je sistem sposoban da proizvodi razliCite proizvode ili usluge, veli¢ina
svake rezervacije se meri u terminima iskoriS¢enosti kapaciteta, bez obzira na tip
proizvoda. Takode se pretpostavlja da je svaka rezervacija obradena bez prekida. Zbog
toga se rezervacije obraduju jedna za drugom. Rezervacije stizu unapred i mogu da
ukljucuju razliite tipove proizvoda. Potraznja u svakoj klasi je nenegativna slucajna
promenljiva sa poznatom neprekidnom funkcijom raspodele 1 nezavisna je u odnosu na
potraznju neke druge klase.

Svaka rezervacija se ili prihvata ili odbija u vreme dospeéa na osnovu
prihvacene politike u sistemu. Medutim, ako je porudzbina prihvacena, ali nije
sprovedena na vreme, sistem mora da plati odredenu kaznu. Zbog toga je bitno utvrditi
koliko rezervacija (u smislu kapaciteta) se sme prihvatiti od svake klase, da bi se
maksimizovala ukupna o¢ekivana dobit (ukljucujuci 1 troskove kazne). Nivo cene zavisi
od klase potroSaca. Sli¢no, kazna za nesprovodenje porudzbine u ugovoreno vreme se
razlikuje u zavisnosti od toga koja je klasa u pitanju. Visina kazne za ponistenje
rezervacije kod redovnih potrosaca je visa od one u drugoj klasi zato $to su oni
pouzdaniji, a 1 zbog ocuvanja dugotrajnih veza.

Model koji je ovde predstavljen se moze primeniti na neke slucajeve koje su
uveli Harris 1 Pinder kao potencijalna primena upravljanja prihodima u proizvodnom
okruZenju. Oni su dali primer industrijskog objekta za popravke transformatora koji
ima dve grupe musterija. Prva grupa se sastoji od musterija koje imaju dugorocne
ugovore 1 Salju svoje transformatore radi preventivnog odrzavanja. Druga grupa se
sastoji od potrosaa koji imaju iznenadne potrebe za popravkama zbog slucajnih
kvarova. Normalno, prva grupa ima prednost u vidu manjeg placanja zato Sto oni
obi¢no imaju dugoro¢ne ugovore i vise finansijskih veza sa kompanijom koja vrsi
popravke. Stavise, druga grupa plada vise za iste usluge, zato §to oni obi¢no imaju
manje izbora 1 manje vremena u hitnim slu¢ajevima. Dodatno, kazna za otkazivanje
porudzbine redovnih potroSaca (prve grupe) je visa, jer kompanija ne zeli da izgubi ove
pouzdane potroSace 1 njihove buduce ugovore.

Postoje jo§ neki slucajevi spomenuti od strane Harrisa 1 Pindera (1995) i svi
imaju dve grupe redovnih i1 povremenih potroSaca sa osobinama sliénim prethodnom
slucaju. Na primer, proizvodac sportske opreme ima stalne musterije kao Sto su sportski
klubovi 1 prodavnice sportske opreme kao i pojedinacne musterije u specijalnim
prilikama kao Sto su festivali 1 turniri. Drugi slu€ajevi koji se mogu spomenuti su
proizvodaci keramickih poklona i kompanije za pakovanje i dostavljanje cveca.

Rezervacije su registrovane na osnovu perioda do datuma dospeca kupca. Bez
gubitka opstosti, pretpostavlja se da se sve rezervacije sa istim periodom do dospeca
sprovode u istom periodu. Tada, ukupni zahtevani kapacitet svakog perioda ne moze
prekoraciti postojeci kapacitet tog perioda. Drugim refima, problem je formulisan
pomocu statickog modela za jedan period. Medutim, zbog stohasti¢ke prirode
kapaciteta, tatna veli¢ina kapaciteta se ne moze predvideti u vreme planiranja.

Problem donosioca odluke je kako da izvrs$i raspodelu proizvodnog kapaciteta
izmedu klasa. Drugim re€ima, optimalna politika mora utvrditi limit rezervacija za
svakog potroSaca, dok kapacitet nije poznat u vreme pristizanja rezervacija.
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Limit rezervacija (buking limit) je maksimalan broj dnevnih jedinica kapaciteta
koje se mogu pripisati odredenoj klasi. U ranijim modelima upravljanja prihodima sa
dve klase, postavljen je zaStitni nivo za viSe pozeljne klase u odnosu na buking limit
drugih klasa. Zastitni nivo je deo kapaciteta koji se Cuva samo za rezervacije posebne
klase. U ovom modelu nije postavljen nikakav zaZtitni nivo za klase zato Sto ukupan
kapacitet nije poznat u vreme planiranja i zbog toga se zastitni nivo ne moze primeniti.

U ovom modelu nije dozvoljeno umetanje i1 zarobljavanje. Pretpostavka
umetanja ukazuje da bilo koja jedinica kapaciteta zaSti¢ena za odredenu klasu je takode
zaSticena 1 za sve njene visSe profitabilne klase. U slucaju dve klase to znaci da ne posoji
zastitni nivo za nize profitabilne klase 1 bilo koja rezervacija za viSu profitabilnu klasu
se prihvata ako se primenjuje pretpostavka umetanja. Pod zarobljavanjem se
podrazumeva da zahtev za rezervisanje nize vrednosti se pretvara u viSu vrednost, kada
niza vrednost klase rezervisanja nije dostupna.

5.2 Nacelo prednosti

U svakom periodu, ako je ishod kapaciteta manji od planiranog zahtevanog
kapaciteta, onda potrosaci koji narucuju ¢esce (prva klasa) imaju prednost u odnosu na
drugu klasu. Drugim recima, ako kapacitet nije dovoljan za sve rezervacije jednog
perioda onda se rezervacije druge klase prvo odbijaju. Rezervacije prve klase potroSaca
se odbijaju samo ako su sve rezevacije druge klase ve¢ odbijene.

5.3 Pretpostavka ogranicenosti

Naredne pretpostavke vaze za svaku funkciju gustine. Pretpostavlja se da vazi
lim f,(x,)=0, i=12 4)

lim £,(c) =0, (5)

gde x,,x, predstavljaju potraznje klasa 112, a ¢ je stohasticki kapacitet. f,(x,), f,(x,) 1
f.(c) su funkcije gustine za x,,x, 1 ¢ respektivno.

6. Model

Oznake:
r,r, - cena rezervacije (po jedinici kapaciteta) za klase 1 1 2, respektivno

P, P, - nivo kazne za otkazivanje rezervacije za klase 1 1 2, respektivno
7,7, - nivo gubitka profita u slucaju otkazivanja rezervacije za klase 1 1 2, respektivno

(1) Logi¢no, r, <r, 1pretpostavlja se daje p, > p,. Medutim, ova pretpostavka ne
utice direktno na funkciju cilja i na metod.
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(2) 7,7, nisu nezavisni parametri 1 pretpostavlja se da je 7, > z,. Oni se dobijaju iz
n,ry, Py» P, Naslede¢i nacin:
T, =r+p, 1=12. (6)

Slucajne promenljive:

x,,x, - potraznja (u terminu veli¢ine kapaciteta) za klase 1 1 2, respektivno, (x,,x, >0)
¢ - stohasticki kapacitet (¢ >0)

fi(x), ,(x,), f.(c) - funkcije gustine za x,,x, 1 ¢, respektivno

F,(x)),F,(x,),F.(c) - funkcije raspodele za x,,x, 1 ¢, respektivno.
F()=1-F().

Odlucujuce promenljive:

b,,b, - granice rezervisanja (maksimalna veli¢ina kapaciteta) raspodeljene na
porudzbine klasa 1 1 2, respektivno

a,,a, - veli¢ine prihvacenog kapaciteta (registrovanog) za porudzbine klasa 1 1 2,
respektivno

d,,d, - veli¢ine kapaciteta koji je odbijen za porudZzbine zbog nedostatka u klasama 1 1
2, respektivno

R - ukupan prihod ostvaren od profita registrovanih porudzbina minus kazna za

otkazane porudzbine.

Primetimo: b,,b, su nezavisne promenljive. Medutim, druge odlucuju¢e promenljive su
dobijene iz b,,b, kao 1 rezultati tih sluajnih promenljivih, tj.
a, =min{x,,b, }, i=1,2. (7

Velicina kapaciteta za odbijene porudzbine potroSaca klase 1 zavisi samo od ishoda
kapaciteta. Ona je nezavisna od porudzbina druge klase Sto je objasnjeno ,pravilom
prioriteta”.

—¢, ako 0<c<
dl:<aloc ako c<a )

ako a, <c

Medutim, veli€ina kapaciteta za odbijene porudzbine potrosaca klase 2 zavisi od ishoda
kapaciteta kao i1 od porudZbina prve klase, kao §to je objasnjeno ,,pravilom prioriteta “.
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a, —c, ako 0<c<a,
d,=(a +a,—c, ako a,<c<a, +a, 9)

0, ako a,+a,<c

Sa druge strane, funkcijaciljaje R=r-a,+r,-a, — 7, -d, — 7, -d,. Zbog toga je
E(R)=rE(a))+nrE(a,)—m E(d,)—m,E(d,). (10)

Ocekivana veli€ina kapaciteta za prihvacene porudzbine, E(a,),i =1,2 se dobija iz (7)

koriS¢enjem definicije za oCekivanje apsolutno neprekidne slucajne promenljive
b,

i

E(ai):.[xi'.f;(xi)'dxi+'afbi'j;(xi)'dxi (11)

0
Ocekivana veli¢ina kapaciteta za odbijene porudzbine, E(d,),i =1,2 se dobija iz (8)1(9)
na slede¢i nacin

b x o b

E@d) =[G =0)- £.(0) fi(x)-de-dx, + [ [ (b =) £.(0)- fi(x)-de-dx,  (12)

I sli¢no se dobija:

E(d2>=mxz O fa() i (xy) - de-d, -, +fo LA £ f ) -do-d, -
+Hjb Q) f5(5) £1(5) - de-d, - db, +mb ) £5(6) fi(x) - de-d, - d,

T T 5 00 00 o) 3o, -,

+HJ<’? 3, =€) f.(€)- f2(5y) - f(x,) - de- dx, - dx,

T b0 100 ) i) -dedi -,

T T 5y =00 Fule)- i()de-d, -,

[ako je funkcija cilja u ovom modelu maksimizovanje ukupnog ocekivanog
prihoda (minus troskovi), mogucée je razmatrati 1 druge ciljeve kao na primer
maksimizacija iskoriS¢enosti kapaciteta, maksimizacija prosecnog prihoda po
potroSacu, minimizacija gubitka dobre volje potroSaca itd.
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6.1 Uslov optimalnosti

Uopsteno, funkcija cilja E(R) nije ni konveksna ni konkavna. Ova €injenica je
dokazana u narednim poglavljima. Medutim, dokaza¢emo da je E(R) unimodalna

funkcija. Dakle, ova funkcija ima maksimum koji se moZe nalaziti na granici dopustive
oblasti reSenja. Kao rezultat, optimalno reSenje se dobija raCunanjem parcijalnih izvoda
funkcije E(R) po b, 1 b, 1 izjednaavanjem sa nulom. Iz sistema ovih jednaCina se
dobija reSenje, ako postoji, a inace optimalno resenje je nula.

6.2 Izvodi za E(R)

Da bi dobili parcijalne izvode funkcije cilja prvo treba da nademo parcijalne
izvode ocekivanih vrednosti za a,,a,,d, 1 d,. 1z (11) sledi

= foas +blﬁ<b1>+If1<xl>dxl b (b) =If1(xl>dxl =1 [ e =

=1- F(b)—ﬁ(b)

algl(j) de +bfl(b)+J:0dx1 b fi(b) =0,

8226112) de +bf2(b)+j20dx2 b, f>(b,) =0,

ag(?) IOd +bf2(b)+_ffz(xz)dxz b, /2 (b;) = Jfﬁﬂdxz l‘ffz(xz)d’“z‘

=1—F2(b2)=F2(b2),

1z (12) sledi
aE(d) de +j(b—c)f(c) f(b)dc+j [j (b =) () fix)-de |

—j(bl—c)-ﬁ(c)-ﬁ(bo-dc:E,(bl)-F}(bl)

=l focz +I(b ~) f.(c) fl(b>d0+Idel f(b‘c)f(c) Jib)de=0
b,

Iz (13) sledi

%%(bﬂ [EL )£~ Fb)+ FL (6 +5,)-FiG,)|.
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aEaé—dZ) =F;(b2>hFc(xl +b))- fi(x,) dx, + F. (b, +”2)'E(bl)}'

Sada se moze zakljuciti da je

LR Rty F )Rk
1 (14)

]%FL(bl +x2)'f2(x2)'dx2 _Fl(bl)-i_F;(bl +b2)'F2(b2):|

0

) Fi(bl)|:

I sli¢no,

61(:;1()R) =1, Fy(b)-r, -1’72(bz){.|11‘70(b2 +x,) f,(x,)-dx, + F.(b, +b2)-}71(b1)} (15)

2

6.3 Konveksnost/konkavnost E£(R)

Maksimalna vrednost za E(R) se postize kada izjedna¢imo (14) 1 (15) sa nulom
pod uslovom da je E(R) konkavna funkcija ili da je Hessian-ova matrica E(R)

negativno semi-definitna. Matrica M formata nxn je negativno semi-definitna ako je
"Mz < 0 za sve nenula vektore € C" (ili, za sve nenula vektore € R" realne

matrice).

Tu osobinu proveravamo na sledec¢i nacin

e RGN AR AT

+7, - /i(B) J%F;(bl +x,) f,(x,)dx, = F.(b)+ F,(b +b2)'F;(b2):|

7, F(b) J%fc(bl +%,) f5(x,)dx, = fo(b) + (D +b2)-172(b2)}

o’

7, 'F;(bz)lzjﬁ;(bz +x,)- f1(x)-dx, + f.(b +b2)'FI(b1)}

O’E(R) _90’E(R) _
- =1, F(b) Fy(b,) f.(b +b,).
0b,0b, 0b,0b, 7, Fi(b) - Fy(b,) /(b +b,)
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6.4 Granicne osobine za E(R)

Sledeée grani¢ne osobine funkcije cilja i njenih izvoda su nezavisne u odnosu na

funkcije raspodele. Uzimajuci u obzir pretpostavke o ograni¢enjima (4) 1 (5) sledi

l.

Ako su obe granice rezervisanja jednake nuli ocekivani prihod je jednak nuli i
1zvodi prvog stepena ocekivanog prihoda su pozitivni.

OER) _ )50, %ER) _ . S0,
ob, ob,

Ako je vrednost granice rezervisanja jako velika tada ocCekivani prihod nije

b =b,=0=> E(R)=0,
osetljiv na male promene u toj granici rezervisanja.

im| ER | _g,  fim | ZER) )¢,
b —o0 abl by —>® ob

2

. Ako obe granice rezervisanja uzimaju velike vrednosti funkcija cilja ¢e biti

ravnog oblika, tj. ili je konveksna ili konkavna. Drugim re¢ima, ako H
predstavlja Hessian-ovu matricu tada je

lim H(,b,)= 00
Jm H(b,b,) = 0 ol
Ako samo jedna granica rezervisanja uzima jako veliku vrednost tada ¢e funkcija
cilja biti ravnog oblika u pravcu te promenljive (granice rezervisanja), ali njen

pravac konveksnosti u drugom pravcu zavisi od veli¢ine druge odlucujuce
promenljive.

_ {0 0 }
lim H(b,,b,) = .
b—>w 0 Ab,)
gdeje AD) ==r,- f[,(by) + 7, f,(b,)- E[F.(x, +b))] -7, 'E(bz)'E[ﬁ(xl +b))],

. . 7)) 0
1 ilgH(bl’bz)_{ N

y(b)=—r-fi(b)+ 7, fi(b)-[ELF,(x,+b)]—F.(b)]—-

gde je _ _
T, E(bl)[E[fc(xz +b1)]—fc(b1)]—ﬂ'1 '[fc(bl)'E(bl)_Fc(bl)'fl(bl)]-
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6.5 Osobina unimodalnosti funkcije cilja

Da bi dokazali da je E(R) unimodalna funkcija prvo navodimo sledecu lemu.

Lema 1: je proizvod nerastuce funkcije od b, 1 nenegativne nerastuce funkcije

OE(R)
ob,

od b,.

OE(R)
b

1

v, (b)) =n —F.(b)(x, _EZ)_”2|:ch(bl +x,) f,(xy)-dx, + F.(b +b2)'ﬁ2(b2):|- (16)

Dokaz: Kao §to je izvedeno ranije vazi =F(b) v, (b), gde je

F,(b,) je nenagativna nerastuca funkcija od b,, a y,(b,) je nerastuca funkcija od b,. To
vazi zato §to su F.(b,),F,.(b, +b,) 1 F, (b, +x) neopadajuce funkcije od b, (za fiksirano
b,) i pod pretpostavkom da je 7, >z, >0.

Takode vazi 2L F,(b,)-w,(b,), gde je

w,(b)=r, —%UFC(bz +x,) - fi(x,) - dx, + F (b, +bz)'171(bl)}- (17)

Sada ¢emo dokazati osobinu unimodalnosti funkcije E(R)pomocu tri medusobno
iskljuciva slucaja. u

Teorema 4: Neka je y,(b,) >0, za fiksirano b,. Tada se nijedna porudzbina prve klase
ne odbija. Drugim reima, E(R) je unimodalna i dostize maksimalnu vrednost kada b,
tezi beskonacnosti. Slika 3 a) pokazuje tipian slucaj krive funkcije E(R) u odnosu na
b, , kada je b, fiksirano.

Dokaz: Posto su i w,(b) i F,(b) obe nenegativne, parcijalni izvod je takode

nenegativan 1 E(R) je neopadajuca funkcija. Na osnovu grani¢nih osobina GER) tezi

1
ka nuli kad b, tezi beskonacnosti. Dakle, E(R)raste sve dok ne dostigne fiksnu

OE(R)

vrednost (vrh) kad b, teZi beskonacnosti. Struktura je ilustrovana na slici 3 b).

1
|
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B(R)

Slika 3

Napomena: Pod datim pretpostavkama, prvi slucaj se nikada ne deSava. Razlog tome je
da l}im‘//1(b1) =n-m=-p <01 blim wy(b)=r, -7, =-p, <0.

Teorema 5: Za fiksirano b,, neka je y,(b,) >0 za b, =0 1 y,(b,) <0 za vece vrednosti
b,. Tada je E(R) unimodalna funkcija u odnosu na b, 1 dostize svoj maksimum u tacki

gde je M=O.

1
Slika 4 a) prikazuje tipi¢nu krivu ove funkcije u odnosu na b, .

Dokaz: Posto je u nuli parcijalni izvod pozitivan, E(R) ima rastuc start. Raste dok ne

dostigne vrh gde je w,(b,) jednako nuli i zato je % =0. Onda poc¢inje da opada zato

1
Sto je F,(b,) pozitivno, a w,(b,) je negativno. Konacno, funkcija tezi ka fiksnoj
vrednosti zato $to F (b,) tezi ka nuli i kao rezultat izvod tezi ka nuli. Kao $to je
pomenuto ranije, ovo je razmatrano kod grani¢nih osobina funkcije E(R). Jasno, u

OE(R)

ovom sluc¢aju optimalna vrednost za b, se dobija izjednacavanjem sa nulom.

OE(R)

1

1

Slika 4 b) prikazuje tipi¢nu strukturu

uovom sluaju. m
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Slika 4

Teorema 6: Za fiksirano b,, neka je y,(b,) <0. Tada je E(R) unimodalna funkcija u
odnosu na b, 1 dostiZze svoj maksimum u tacki b, = 0. Slika 5 a) prikazuje tipi¢nu krivu
ove funkcije u odnosu na b, .

Dokaz: Posto je u nuli parcijalni izvod nepozitivan E(R) ima opadajuci start. Tezi ka
fiksnoj vrednosti za velike vrednosti b, zato $to F,(b,) tezi ka nuli (grani¢ne osobine) i

zato 1 parcijalni izvod tezi ka nuli. Jasno, u ovom slucaju, b, =0 je optimalna vrednost.

Zbog bolje ilustracije, priroda % je prikazana na slici 5b). m
1

A

E(R) e A

Slika 5

OE(R)

2

Napomena: Teoreme 4-6 vaze i u slucaju u odnosu na b, .
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6.6 Optimalno resenje

Neka su (b, ,b,) optimalne vrednosti granica rezervisanja za klase 1 i 2 i neka je
(B,,5,) moguce reSenje sistema jednacina vy, (b,,b,) =0,y,(b,,b,) =0. Tada, s obzirom
na gornje slucajeve 1 uzimanjem u obzir €injenicu da je E(R) unimodalna funkcija,
(b, ,b;) se moze dobiti pracenjem sledecih situacija.

Situacija 1: Ako postoje pozitivne vrednostiiza S, iza S, onda je (b, ,b,)=(B,,5,).
Situacija 2: Ako je p, >0, ali se pozitivna vrednost za £, ne moze pronaci, tada je
(b, ,b;)=(f,,0), gde je B, pozitivna nula jednaline wl(bl,bz):o‘bz:o i (b ,b,)=(0,0)
kada data jednacina nema pozitivno resenje. Slicno, ako je S, >0, ali pozitivno reSenje
za B, ne postoji, tada je (b, ,b;) = (0,4,), ako jednacina w,(b,,b,) = 0‘ »-o iMa pozitivnu
nulu g, i (b, ,b;)=(0,0) u suprotnom.

Situacija 3: Ako ne postoji pozitivna vrednost ni za S, ni za g, tada je (b, ,b,) = (0,0).

Napomena: Neka su J, najmanja nula jednadine F (b)=0 i B, pozitivna nula

jednacine y,(b,,b,)=0 byt - Ako je S, >, >0 onda, na osnovu teoreme 2, b moze

biti bilo koja vrednost b, > 3,. U ovom slu¢aju S, je maksimalna moguéa potraznja

redovnih potrosata. Medutim, ako je 0< 4 <, onda je b =p,. SliGan rezultat se

dobija i za drugu klasu potrosaca.
Za dalje razmatranje optimalnog reSenja i njegovih osobina potrebne su detaljnije
osobine funkcije raspodele potraznje 1 kapaciteta.

Primer:

Funkcija E(R) je prikazana na slici 6 u odnosu na b, i b,. U ovom primeru c,x,

1 x, svi imaju normalne raspodele:
c =~ N[12,2], x, = N[8,1], x, = N[7,3]

gde N[u,o] predstavlja normalnu raspodelu sa ocekivanjem g 1 standardnom
devijacijom o .
Pretpostavlja se da ove slu€ajne promenljive primaju samo nenegativne vrednosti ili su
odsecene od nule. U ovom primeru je », =14,r, =20,7, =30 1 7, =25.
Ovaj grafik je nacrtan pomoc¢u metode simulacije. Prvo je generisano 100 slucajnih
brojeva za slu¢ajne promenljive ¢, x, 1 x, koriS¢enjem Statgraphics-a. Onda je izraunat
odgovaraju¢i prihod R=r-a,+r,-a,—7x, -d,—7,-d, za sve (b,b,)e B 1 takode za
svaki uzorak (x,,x,,c) uzimaju¢i u obzir relacije (7)-(9). (B je Cartesian-ov proizvod
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B, 1 B,, gde je B, =B, ={0,1,2,...,23} ). Rezultujuce tacke (b,,b,,E(R)) su interpolirane
koris¢enjem Microsoft Excel-a.

U ovom slucaju kapacitet je ograni¢en proseCnom potraznjom zato S§to je srednja
vrednost kapaciteta manja od sume srednjih vrednosti potraznje klasa 11 2.

Vo, m 160-180
Mgy 17
v/:,,,/////,;mml o 140-160
i & m 120-140
y @ 100-120
m 80-100
0 60-80
1 0 40-60
m 20-40
b2 @ 0-20
Slika 6
Primer funkcije E(R)
.. OE(R D ey E(R
Ovde za svako b, >0 vazi 62 )‘ y-o >0 1 sli€no za svako b, >0, —aaé ) b0 > 0.
1 2

Dakle, E(R) se ponasa po Sablonu pokazanom u teoremi 5. Dakle, optimalno reSenje se
nalaziu (f,,5,). (Situacija 1).

Slede¢i kontraprimer pokazuje da E(R)nije ni konveksna ni konkavna funkcija.
Posmatramo prethodni primer i razmatramo dva reSenja ovog problema, (b, =13,b, =10)
1 (b =4,b,=7). Sada je Hessian-ova matrica pozitivno definitna u prvom reSenju i

negativno definitna za drugo reSenje. Dakle, optimalno reSenje se ne moZze postici
postavljanjem gradijentnog vektora E(R) da bude jednak nula vektoru.

7. Specijalan slu¢aj, deterministicki kapacitet

Da bi proverili rezultat ovog modela razmatra se specijalan slucaj u kom je
kapacitet deterministicki i jednak ¢ >0. Drugim re€ima, ¢ ima diskretnu funkciju
raspodele. Tada su v, (b,) 1 w,(b,) dati na slede¢i nacin
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rn>0 ako b, <c¢-b,

w,(b)=4r—m, -F,(¢—b) ako ¢—b,<b <¢ (18)
n—m <0 ako b >¢
i
r,>0 ako b, <c—b,
w,(b,)=1r,—m, - F(¢~by) ako ¢-b <b,<¢ . (19)
r,—m, <0 ako b,2¢

Posto su obe w,(b,) 1 w,(b,) neopadajuce funkcije tada za dato b, nula jednacine
w,(b,) =0 se nalazi u intervalu [¢ —-b,,¢]. Sli€no, za dato b, nula jednacine v, (b,) =0
lezi u intervalu [¢-b,,¢]. Dakle, optimalno reSenje za (b,,b,) se dobija reSavanjem
sistema jednacina y,(b,,b,) =0 1 y,(b,,b,) =0, tj.
F@-b)="1, F@E-b)="=. (20)

2 72-2
Po naSim pretpostavkama vazi 0 < r—‘,r—z <1 pa se odgovarajuce optimalno reSenje

T, Tt

moze pronaci.

Primedba: Ako ukupan kapacitet mora ceo biti raspodeljen izmedu granica rezervisanja
klasa 1 1 2, onda se uzimanjem u obzir da je ¢ =b, +b,, (20) mozZe zapisati 1 ovako
Fz(bz):_la Fl(bl):_z- (21)

72-2 7[2
Dakle,
n_E®) _FEE-b)
no R®)  F®)

(22)

8. Analiza osetljivosti

U ovom poglavlju razmatra se osetljivost funkcije cilja kao 1 optimalnog reSenja
u odnosu na parametre troskova (r,r,,7, 1 x,) ili u odnosu na parametre funkcija

rapodele potraznje (x, 1 x, ) 1 kapaciteta (¢ ). 1z (6) 1 (10) sledi
E(R):Z[Vi'(E(ai)_E(di))_pi'E(di)]- (23)

Ocigledno, E(R) je rastuca funkcija od 7 ili r,, 1 takode opadajuc¢a funkcija od p, ili
P, uzimajuéi u obzir pretpostavku E(a,) > E(d,) ,Vi.
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Medutim, pokazace se da je optimalno reSenje osetljivije na LI nego na
T, T
pojedina¢ne parametre. 1z (16) za bilo koju nenegativnu vrednost b, vazi

V10 = 1y = 3| [ Fu)- fulr)- iy + F(by) - Filby) | (24)

b,
Ako je h manje od hz(b2)=jFC(xz)-fz(xz)-dxz+Fc(b2)-172(b2) onda je najbolja

7y 0
vrednost za b, nula po teoremi 3. U suprotnom, ako je RIS h,(b,) onda za bilo koju
7y
datu nenegativnu vrednost b, , optimalna vrednost za b, je pozitivan koren jednacine
w,(b)=0.
Primetimo da #,(b,) zavisi od parametara funkcija raspodele kapaciteta 1 potraznje
potroSaca druge klase, ali ne 1 od drugih parametara.
Iz (16) vazi
w(b)=n-F.(b)-p, -F.(b)-

! e 2
—(rn+p,): jPr{bl Sc<b +x,}-fo(x,)-dx,+Prib, <c<b +b,} -F,(b,) |

by
Posto su F,(b),F.(b) i {J.Pr{blScsbl+x2}-f2(x2)-dx2+Pr{blSchl+b2}-172(b2)}
0

nenegativni izrazi 1 y,(b,) je nerastuca funkcija, kada je RIS h,(b,), ako r raste ili
7T,

p,»p, i r, opada, optimalna vrednost za b, (vrednost u kojoj je w,(h,)=0) raste u
nekoj okolini. Ovo tvrdenje ,,u nekoj okolini* se ne moZe prosiriti na ceo domen b, zato

b,
Sto je D‘Pr{bl <c<b +x,}- fo(xy)dx, +Pri{b, <c<bh +b2}-172(b2)} uopSteno ni rastuca
0

ni opadajuca funkcija.
Zapravo, ako E(c) raste do E(c)+ 6 dok odstupanje 1 oblik funkcije gustine za ¢
ostaju nepromenjeni, tada optimalna vrednost za b, se povecava ta¢no za o .
U ovom slucaju, ako je N Lb‘)
p F(b)
w, (b)) =0 zaisto to b, itatacka vraca optimalnu vrednost za b, .

zaono b, ukom je Pr{c<h +b,} =0, tada je

Sli¢no, za bilo koje b,, moZe se ispitati osetljivost b, u odnosu na sve parametre,
uzimajudi u obzir osobine v, (b,) . Iz (17) za nenegativne vrednosti b, vazi

v,(0)=r, -7, ch(xl)'fl(xl)'dxl +Fc(b1)'F_1(b1) . (26)
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by
Dakle, ako je RERP D F.(x,)- f,(x,)-dx, + F.(b,)- F, (b, )} , tada je optimalna vrednost za
0

2
b, jednaka 0.
Iz 7, =r, + p, sledi

&Z b 1 _lzhl(bl):
l/' 1
’ |:J.Fc(x1)'f1(x1)'dx1+Fc(b1)'ﬁ1(b1):|

pa ako je P2 o h,(b,) optimalna vrednost za b, je tacka gde je y,(b,)=0.
r
S obzirom na 7, =r, + p, 1 na osnovu (14) moZe se izvesti
by

w,(b,) = r2|:1_IFc(b2 +x,)- fi(x,)-dx; + F, (b, +b2)'F1(b1):|

\ ° 27)
_pz{ch(bz +x,) - f1(x)) - dx, + F, (b +b2)'F1(b1)i|-

0

by
{J.FC (b, +x,)- f(x,)-dx, + F.(b, +b,)- F,(b, )} uvek lezi izmedu 0 1 1 zato Sto je
0
by _
J'Fc(b2 +x,): fi(x)-dx, + FE.(b,+b,) F(b)< F.(b, +b,)<1. Tako da u slucaju da je
0
P2 o h (b)), uzimajuci u obzir (17), posto je
r
by _
DFC (b, +x,)- fi(x,)-dx, + F.(b, +b,)- F (b, )} nenegativna neopadaju¢a funkcija od b»,,
0

ako je r, povecano ili p, smanjeno, optimalna vrednost za b, raste.

Istim zapazanjem kao 1 ranije, ako P o h,(b,) kada se funkcija gustine za ¢
r

pomera napred ili nazad za §, optimalna vrednost b, se pomera u istom pravcu za isti

iznos & .
Da bi analizirali osetljivost optimalne vrednosti », u odnosu na funkciju gustine

za x, posmatramo
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_ch(bz +x,)- f(x,)-dx, + F.(b, +b,)- F (b)) :j[Fc(bz +b)=Pr{b, +x, <c<b +b,}] fi(x,)-dx,

b
+ F.(b, +b2)-171(b1) =F (b +b2)—IPr{b2 +x, <c<b +b,} f,(x))- dx,.
0

by
Kada se funkcija gustine za x, pomera unapred, .[Pr{bz +x, <c<b +b,} fi(x))-dx,
0

by .
opada 1 tada J F.(b, +x,) f,(x,)-dx, + F.(b, +b,) - F,(b,) Taste. Dakle, tacka u kojoj je
0

w,(b,) =0 (optimalno b,) se pomera unazad.

Sada se sve moZe sumirati. U optimalnom resenju postavlja se pozitivna granica
rezervisanja za prvu klasu (redovne potrosace) ako je odnos njihove cene 1 troSkova
placenih drugoj klasi potroSaca (cena plus kazna u slucaju otkazivanja) dovoljno velik.
Sve dok cena za redovne potroSace raste ili cena za povremene potrosace ili visina
kazne za potroSaCe svih klasa opada, optimalna granica rezervisanja za redovne
potroSace Ce rasti 1 neCe se smanjivati. ProSirenje kapaciteta rezultuje viSom granicom
rezervisanja za redovne potrosace. Ako je odnos cene 1 kazne za povremene potroSace
jako nizak, onda se nijedan kapacitet njima ne dodeljuje. Rast kapaciteta ima rastu¢i
efekat na granicu rezervisanja povremenih potrosaca, dok rast potraznje redovnih
potrosaca ima opadajuci uticaj na tu granicu.

Detaljnija analiza osetljivosti se mozZe sprovesti samo ako se poznaju funkcije
gustine za potraznju 1 kapacitet. Rezultati nekih numeri€¢kih primera analize osetljivosti
su razmatrani u slede¢em poglavlju pod pretpostavkom da funkcije gustine za potraznju
1 kapacitet imaju uniformnu raspodelu.

9. Numeric¢ka analiza osetljivosti

Da bi proverili rezultate analize osetljivosti iz prethodnog poglavlja ispituju se

efekti koje prouzrokuju promene razlicitih parametara. Posmatra se osnovni problem 1
neka je

¢ ~U[8,14],x, ~ U[5.9],x, ~ U[6,10],
gde Ula,b] predstavlja neprekidnu uniformnu raspodelu izmedu a i 5.
Neka je dalje

=14, =20,7, =30, 7, = 25.
Kao 1 u drugim realnim slucajevima i u ovom osnovnom problemu prosecan kapacitet
je manji od oc¢ekivane ukupne potraznje.
Slika 7 prikazuje funkciju ocekivanog prihoda. Optimalno reSenje se dostize u
b, =4,b, >29,E(R)" =176.96. Optimalno reSenje je dobijeno metodom simulacije na isti
nacin kao 1 u prethodnom primeru.
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Slika 7
Funkcija E(R) u slucaju kada je prosecan kapacitet manji od prosecne potraznje

Sada se razmatraju druga dva slucaja. U prvom slucaju, proseCan kapacitet je
jednak prose¢noj ukupnoj potraznji (c~U[12,18]), a u drugom sluc¢aju prosecan
kapacitet je visi od prosecne potraznje (c~UJ[16,22]). Pretpostavlja se da ostali
parametri ostaju nepromenjeni. Na slikama 8 1 9 su prikazane rezultujuce funkcije
E(R) za prvi i drugi sluéaj. Za prvi slu¢aj dobija se b, =12,b, >9,E(R)" =226.73, a za
drugi slucaj b, >14,b, >9,E(R)" = 248.76.

Rast kapaciteta utiCe na to da se optimalna vrednost granice rezervisanja
redovnih potroSaca 1 maksimalna vrednost o¢ekivanih prihoda povecavaju, medutim, ne
utiée na optimalnu granicu rezervisanja povremenih potrofaca. Stavise, limit
rezervisanja druge klase nema gornju granicu kada kapacitet nije povezan sa
potraZznjom povremenih potrosaca.
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Slika 8
Funkcija E(R) u slucaju kada je prosecan kapacitet jednak prosecnoj potraznji
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Slika 9

Funkcija E(R) u slucaju kada je prosecan kapacitet visi od prosecne potraznje
Sli¢no, limit rezervisanja redovnih potroSaca nema gornju granicu ako prosecan

preostali kapacitet (posle odbijanja povremene potraznje od dostupnog kapaciteta) nije
ograni¢en potraznjom prve klase.
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Da bi prostudirali efekte promena u nivou cene redovnih potroSaca () na
optimalno reSenje i optimalan prihod, navodimo oblast odstupanja za r,, tako da je
rn<r, 1 z, 2rx,. Dakle, smatra se da » prima celobrojne vrednosti izmedu 9 1 20. Za
svako r, u pomenutom intervalu, generiSe se slu¢ajan uzorak od 100 elemenata za sve
slucajne promenljive x,,x, 1 ¢ koriS¢enjem Statgraphics-a. Tada za svako 7, 1 svako
(b,,b,) e B (gde je B Cartesian-ov proizvod B, i B, i B, =B, ={0,1,2,...,23}), 1 svako
(x,,x,,c¢) iz sluajno generisanog uzorka od ranije, odgovarajuci prihod (R ) se moze
izraCunati. Sredina uzorka za R se racuna za svako r, i svako (b,,b,) € B kao ocena za
E(R). Onda se navodi maksimalnu vrednost za E(R) 1 optimalno (b,,b,) za svako r,.
Nakon aproksimacije optimalnog reSenja za svako r, polinomnom interpolacijom
drugog stepena crta se kriva izmedu optimalnih vrednosti za b, 1 b, da bi se olak3alo
posmatranje Sablona promena u optimalnom resenju u odnosu na promene u 7.
Rezultati su prikazani na slici 10.

e b*1 205

9
8 n
ﬁ*\- . s b2

7 *
5 >

0 T 145

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
ri r1

Slika 10
Osetljivost optimalnog resenja (levo) i optimalnog ocekivanog prihoda (desno) u
odnosu na r,

Posmatrano je kada visina cene stalnih potrosaca raste, njithova granica
rezervisanja se povecava dok se granica rezervisanja povremenih potroSaca smanjuje za
isti iznos. Dokle god se nivo cene prve klase povecava, stopa povecavanja njene granice
rezervisanja 1 ocekivanog prihoda ¢e rasti.

Sli¢na metoda je koris¢ena za analizu osetljivosti b, ,b; i E(R)" u odnosu na
druge parametre troSkova. Razmatrane su samo celobrojne vrednosti za parametre r,, p,
1 p,. Intervali vrednosti za sve parametre su odredeni tako da su uzete u obzir
pretpostavke o visini cene 1 kazne koje su spomenute ranije. Dakle r,, p, 1 p, se nalaze
u intervalima [14,25],[11,30] 1 [0,10] respektivno. Rezultati su prikazani na slikama

11,121 13.
Isti zakljuak za », se moze doneti i za r,, zamenom r, umesto 7 u prethodnom

pasusu, osim §to koliko god r, raste rastuca stopa oc¢ekivanog prihoda ¢e se smanjivati.
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Slika 11

Osetljivost optimalnog resenja (levo) i optimalnog ocekivanog prihoda (desno) u
odnosu na r,

Ovde odstupanje visine kazne redovnih potroSaca u odredenom intervalu nema
velikog uticaja niti na granicu rezervisanja niti na optimalan oc¢ekivan prihod. Razlog
tome je zato Sto visina kazne prve klase uzima samo takve vrednosti da odrzava visinu
nadoknade za otkazivanje viSom kod redovnih potroSaca od one kod povremenih
potroSaCa (7, > z,). Dakle, model pokuSava da pronade optimalno reSenje tako da
izbegne placanje nadoknada prvoj klasi potrosaca radije od druge klase. Otuda u tacki
(b, ,b;) obi¢no nema otkazivanja za redovne potroSace i odstupanje njihove visine kazne
unutar datog intervala ne uti¢e na granice rezervisanja i ocekivani prihod.
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Slikal2
Osetljivost optimalnog resenja (levo) i optimalnog ocekivanog prihoda (desno) u
odnosu na p,

Kada se visina kazne povremenih potrosaca povecava njihova granica
rezervisanja se malo smanjuje da bi se umanjila prebukiranost. Ali, posto je
pretpostavljeno da p, prima samo vrednosti koje odrzavaju 7, >z, 1 model tezi da
iskoriS§¢ava neiskoriS¢en kapacitet prihvatanjem rizika prebukiranosti i1 propustenih
potrosaca, uvek postoje neke odbijene porudzbine povremenih porosaca. Zato §to oni
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plac¢aju vise od drugih potrosaca i njihova odgovaraju¢a nadoknada je manja od druge
grupe. Dakle, prebukiranost se uvek zadrzava na drugoj klasi. Zbog toga, dokle god se
visina kazne druge klase povecava ocekivani prihod se smanjuje, sve dok kazna ne
postane suvise visoka u poredenju sa nivoom cene.

Na slici 13 koriS¢ene su dve polinomne interpolacije treCeg stepena da bi se nacrtale
krive pravca na levoj strani slike.

10 180

W 1787
¢ b*1
6
= b2 170 ——ER)
4 W '\
rd

165

0 — T T T 160 — T T 1
0123 456 7 8 910 01 2 3 456 7 8 910
p2 p2

Slika 13
Osetljivost optimalnog resenja (levo) i optimalnog ocekivanog prihoda (desno) u
odnosu na p,

Sada se istrazuje osetljivost optimalnog resenja i ocekivanog prihoda u odnosu
na parametre raspodele. Da bi razmotrili srednju vrednost potraznje redovnih potroSaca
pretpostavlja se da se odstupanje potraznje ne menja. Dakle, minimalni nivo koji
srednja vrednost za x, moZe da dostigne je 2. Postavlja se maksimalna vrednost za

sredinu x, da bude 18 i posmatraju sve celobrojne vrednosti izmedu 2 i 18 za analizu
osetljivosti. Interval koji je odreden za sredinu x, ima osobinu da se moZe videti slucaj
kada je prosecan kapacitet niZi od prosecne potraznje, kao i slucaj kada je visi od
prosecne potraznje. Cak 1 u gornjoj granici intervala (sredina x, =18) imamo slucaj
kada je minimalna vrednost potraznje redovnih potrosaca (to je 16) visa od maksimalne
moguce vrednosti kapaciteta (to je 14). Za svaku celobrojnu vrednost sredine x, u
datom intervalu generisan je slucajan uzorak od 50 elemenata za x, i drugi sluc¢ajan
uzorak od 100 elemenata za x, 1 c¢. Tada za svako x, koje je generisano u odnosu na
odgovaraju¢u sredinu x,, za svako (b,,b,) e B 1 svaki elemenat (x,,c) iz sluc¢ajnog
uzorka ranije generisanog, racuna se odgovarajuci prihod (R). Tada se racuna sredina
uzorka od R za svaku sredinu x, 1 svako (b,,b,) € B kao ocena za E(R). Kasnije se
odreduje maksimalno E(R) i optimalno (b,,b,) za svaku sredinu x,. Nakon toga, crta
se interpolaciona funkcija drugog stepena izmedu optimalnih vrednosti b, 1 b, kao
kriva pravaca. Rezultati su prikazani na slici 14.
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Rast sredine potraznje redovnih potrosSaca u pocetku povecava oc¢ekivani prihod
zato $to postoji dovoljno kapaciteta unutar granice rezervisanja da bi se zadovoljila
potraznja. Ali posle nekog vremena ocekivani prihod viSe ne raste poSto granica
rezervisanja ograni¢ava potraznju i viSe nijedna porudZzbina ne moze da se prihvati.
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Slika 14
Osetljivost optimalnog resenja (levo) i optimalnog ocekivanog prihoda (desno) u
odnosu na sredinu x,

Osetljivost optimalnog reSenja i o¢ekivanog prihoda u odnosu na sredinu x, i
sredinu ¢ je analizirana kroz proces koji je veoma sli¢an onom za sredinu x,. Rezultati
su prikazani na slikama 151 16.

Sablon promena u optimalnom re$enju i o¢ekivanom prihodu u odnosu na
sredinu x, je sli¢an onom za x,. Znaci, kad se sredina potraznje povremenih potroSaca
povecava njihova granica rezervisanja i oc¢ekivani prihod u pocetku rastu, a granica
rezervisanja redovnih potroSaca se smanjuje za isti iznos za koji se povecala granica
rezervisanja povremenih potrosaca. Posle izvesnog vremena sve prestaju sa promenama
i teze ka fiksnoj vrednosti. Razlog tome je Sto nece biti dovoljno kapaciteta da se
zadovolje porudzbine 1 rast granice rezervisanja druge klase dovodi do prebukiranosti 1
placanja kazne.
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Slika 15

Osetljivost optimalnog resenja (levo) i optimalnog ocekivanog prihoda (desno) u
odnosu na sredinu x,

Kada je sredina kapaciteta jako niska samo povremeni potro$aci imaju granicu
rezervisanja koja se povecava rastom sredine kapaciteta, zato $to oni imaju vise nivoe
cena 1 ako se granica rezervisanja pripiSe redovnim potroSacima dolazi do manjka
kapaciteta 1 bi¢e neophodno placanje kazne. Nakon toga, granica rezervisanja druge
klase potroSaca prestaje sa rastom 1 granica rezervisanja prve klase raste. To vazi iz
razloga §to potraznja druge klase ne sme sama popuniti kapacitet. Kona¢no, obe granice
rezervisanja ¢e teziti ka fiksnoj vrednosti, zato $to uprkos tome §to postoji adekvatan
kapacitet da se zadovolje sve prihva¢ene porudzbine, maksimalne moguce prihvacene

porudzbine ne mogu popuniti kapacitet.

Krive pravca na levoj strani slike 16 su aproksimirane pomoc¢u polinomne interpolacije

Sestog stepena.
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Slika 16

Osetljivost optimalnog reSenja (levo) i optimalnog ocekivanog prihoda (desno) u
odnosu na sredinu ¢
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10. Model prebukiranosti sa pomerajué¢im kapacitetom

U problemu upravljanja prihodom kapaciteti aviona 1 njegovih razlicitih
odeljaka, tj. biznis 1 ekonomske klase su fiksirani. Uprkos ovome, aviokompanije su
upoznate sa praksom pomeranja kapaciteta sa biznis na ekonomsku klasu 1 obrnuto. To
se ¢ini ,,podizanjem® pojedinacnih putnika sa ekonomske na biznis klasu ili
,pomeranjem zavese izmedu ove dve klase. Nedostatak ove procedure je Sto putnici
koji placaju sediSte u ekonomskoj klasi dobijaju luksuz biznis klase (ili bar sediste u
biznis klasi) besplatno. Aviokompanija treba da spreci da dode do toga zbog opasnosti
da ¢e ljudi poceti da rezervisu ekonomsku klasu u nadi da ¢e umesto nje dobiti biznis
klasu. Zbog toga, pomeranje zavese ili podizanje nisu pozeljne taktike za primenu na
viSem nivou.

Drugi nacin za preraspodelu kapaciteta biznis 1 ekonomske klase je omogucen
pomocu takozvanih konvertibilnih sediSta. Pomocu jednostavne procedure red ovih
sediSta moze biti premeSten sa ekonomske na biznis klasu 1 obrnuto. Ako putnik koji
rezerviSe ekonomsku klasu zaista 1 dobije ekonomsku klasu, nedostatak koji je malopre
pomenut u vezi podizanja 1 pomeranja zavese ne vazi kada koristimo konvertibilna
sedista. Stavi$e, dodatna sedista postaju dostupna kad god je red biznis klase pomeren u
ekonomsku klasu. Konvertibilna sediSta se mogu koristiti bez bilo kakvih ozbiljnih
posledica $to ¢ini avion veoma fleksibilnim u zadovoljavanju razliitih Sablona
potraznje. Ovi razli¢iti Sabloni potraznje se mogu pojaviti kod letova koji lete u
razli¢itim danima u nedelji ili u razli¢ito vreme u toku dana.

U ovom radu predstavljamo model koji koristi pomerajuci kapacitet pomocu
konvertibilnih sediSta. Politika rezervisanja, koju koristimo da proSirimo odluke o
pomeranju kapaciteta, je dinamicka 1 reoptimizuje se pri svakoj novoj rezervaciji.
Model koji predstavljamo je standardni deterministicki model upravljanja prihodom.
Medutim, kasnije proSirujemo ovaj model i uzimamo u obzir stohasticku prirodu
potraznje pomoc¢u simulacija. Dalje, dopustamo otkazivanje 1 prebukiranje.
Prebukiranje nije uvek ukljueno u istrazivanja upravljanja prihodom, ali je vazno
ukljuciti ga u kombinaciju sa odlukama o preraspodeli kapaciteta. Kada se odreduje
optimalna politika prebukiranja treba uzeti u obzir ¢injenicu da jedna rezervacija moze
blokirati Citav red sediSta i spreciti da bude dostupan za druge klase u avionu. Takode je
interesantno uvideti da je u nekim sluc¢ajevima profitabilno odbiti jednu ili dve
rezervacije, jer time oslobadamo c¢itav red za druge klase u avionu, iako postoje
troSkovi za takve postupke. Radi ilustracije opisujemo test dogadaj u kom jedan avion
koristimo za niz letova i1 uporedujemo rezultate dobijene u simuliranom okruzenju kada
se odluka o preraspodeli kapaciteta donosi (i) unapred i ostaje fiksna za sve letove, (ii)
pre svakog leta i (ii1) dinamicki tokom procesa rezervisanja svakog leta. Odluke o
preraspodeli kapaciteta koje ovde razmatramo su nacin da se kapacitet raspodeli tamo
gde je to potrebno.
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10.1 Formulacija problema

Glavna odluka, koju treba doneti kada se primenjuje upravljanje prihodom u
aviosaobracaju, je da li prihvatiti ili ne pristiglu rezervaciju. Da bi doneli ovu odluku
ukupan prihod ostvaren od prihvatanja rezervacija mora biti uporeden sa ocekivanim
prihodom koji bi se ostvario od sediSta ako se rezervacija odbije, tj. troSkovima
nadoknade za sediSta. Za odredivanje troSkova nadoknade za sediSta vazno je imati
dobru procenu buduce potraznje za razlicite rute 1 cene klasa.

Formuli§emo problem pod standardnim pretpostavkama da je potraznja
nezavisna od ruta i1 cene klasa 1 da je odbijena rezervacija zauvek izgubljena. Druga
pretpostavka ukazuje na to da su rute 1 cene klasa dovoljno razlicite i da se kupac nece
prebaciti na drugu rutu ili klasu kada je njegova rezervacija odbijena. U narednom
poglavlju formuliSemo problem, a kasnije proSirujemo model sa pomeraju¢im
kapacitetom pomocu otkazivanja i prebukiranosti, respektivno.

Formulacija problema

Pretpostavljamo da su kombinacije rute i cene klase dovoljno razliite 1 zbog
toga se mogu smatrati razli¢itim proizvodima. Tada se sediSta u avionu mogu
posmatrati kao resursi koji su potrebni za ove proizvode. Stavise, kada se smatra da su
kapaciteti sediSta za razliCite klase fiksirani, razlicite klase se mogu smatrati razlicitim
resursima. Modelujemo potraznju kao niz rezervacija tokom vremena i vreme merimo u
diskretnim intervalima brojanjem od nazad, tj. u trenutku O proces se zavrSava.
DefiniSemo 4 =[a;], gde je a; =1 ako proizvod ; Koristi resurs i i 0 u suprotnom, za

i=12,.,m 1 j=12,.,n. Tada j-ta kolona matrice A, a,, predstavlja resurse iskorisc¢ene
od jedne jedinice proizvoda ;. Dalje, neka je c=(c,c,,....c,)" kapacitet svakog
resursa, r=(r,r,,...,r,)" prihod ostvaren od proizvoda, u, =(u,,,u,,,...,u,,)" broj
proizvoda ve¢ prodatih u vremenskom trenutku ¢ 1 V,(u,) optimalni o€ekivani prihod
koji se moZe ostvariti u ¢ preostalih jedinica vremena ako je u, proizvoda ve¢ prodato.

Tada, u vremenskom trenutku ¢, rezervacija za k sediSta kombinacije j, rute i cene,

¢e biti prihvacena ako 1 samo ako je
krj 2V, )=V, (u,, + kaj) . (28)

Leva strana jednacine (28) predstavlja direktan prihod od rezervacija, a desna
strana predstavlja procenjene troskove nadoknade za sediSta kojima su otkazane
rezervacije. Medutim, teSko¢e se javljaju prilikom aproksimacije V,(u,). Neka je

d, =(d,.d,,,..d,,)" preostala potraznja u ¢ preostalih jedinica vremena. Tada, ako je
d, poznato, V,(u,) moze da se definiSe kao
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V.(u,)=maxr"x
Ax<c (29)
u, <x<u, +d, ceo broj,
gde x=(x,,x,,..,x,)" predstavlja broj rezervacija prihvacenih za svaku kombinaciju rute

1 cene klase. Model (29) daje linearan sistem jednacina koji moZe biti reSen pomocu
tehnika celobrojnog programiranja.

Medutim, d, nije poznato. Jedan nacin da se dobije aproksimacija za V,(u,) je da
se zameni d, sa svojom oCekivanom vredno$¢u. Ovo medutim ne uzima u obzir
stohasticku prirodu potraznje. Stohasticki model je predlozen od strane Wollmer-a
(1986), ali je racunski teSko obradiv zbog velikog broja promanljivih. Redukovanu
verziju Wollmer-ovog modela, koja razmatra samo ogranicen broj mogucih ishoda za
potraznju, predlozio je De Boer (2002). Najjednostavnija metoda koja ukljucuje
stohasticku prirodu potraznje je predlozena od strane Talluri-a 1 Van Ryzin-a (1999).
Oni su simulirali niz vrednosti za d, 1 izraCunali V,(u,) za svaku od ovih realizacija
koriS¢enjem modela (29). Onda su procenili ¥, (z,) pomocu prosecne vrednosti svih

1shoda.

10.2 Formulacija problema sa preraspodelom kapaciteta

U ovom poglavlju proSirujemo standardni problem upravljanja prihodom
uvodenjem odluka o preraspodeli kapaciteta. Koristimo iste oznake kao 1 u prethodnom
poglavlju samo $to u ovom slu¢aju kapacitet ¢ viSe nije konstantan, jer sad zavisi od
odluke preraspodele kapaciteta. Pretpostavljamo da svaki avion ima ogranien broj
konfiguracija kapaciteta koje ¢emo zajedno oznacavati sa Y. Neka je / broj letova 1
y=0,Y,,1,) €Y vektor preraspodeljenog kapaciteta koji predstavlja izabranu
konfiguraciju kapaciteta za svaki avion. Dalje, neka je kapacitet definisan kao funkcija
od y, ¢(y). Tada za dati vektor potraznje d,, V,(u,) se dobija kao
V. (u,)=maxr"x (30)

x,y

Ax < c(y)
u, <x<u,+d, ceo broj
yevy,
gde x predstavlja broj prihvacenih rezervacija za svaku kombinaciju rute i cene klase, a
y predstavlja konfiguraciju aviona.
Model (30) nece biti sistem linearnih jednacina osim ako su ¢(y) 1 Y specijalnog

oblika. Stoga je veoma teSko optimizirati model. Medutim, pokaza¢emo da su osobine
c¢(y) 1 Y, na koje nailazimo u praksi, takve da ¢e