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1 Uvod

Svako od nas voli da se igra. Kao mali igrajumurke birali smo mesto gdeemo se
sakriti, u kartanju biramo najbolju kartu koju ddacimo u datom momentu, a u Sahu najbolji
potez... Znamo da ishod igre zavisi od izbora, odlteategije. Zapravo, mi se igramo svaki
dan donose razne odluke sa eljom da ostvarimo Sto boljijkjarezultat. Ovaj problem postao
je interesantan u mnogo ozbiljnijim igrama od kajaa murki, Saha i podstakao je razvajave
nau ne discipline poznatije kao teorija igara, koja jspoocvat do ivljava za vreme Drugog
svetskog rata. Kasnije, teorija igara pronalazi ajreo mesto u ekonomskoj nauci, potkrepljena
radovima velikih matematara.

U ovom radu predstavljene su mate igre sa akcentom na igrama nulte sume, kao i
neke od metoda za njihovo reSavanje. Eliminacijmidoanih strategija, grafka metoda,
primena minmaks teoreme, Snou-Seplijeve teorenmeSoibog ekvilibrijuma su samo neki s
reSavanja igara. Primena linearnog programiranj@Savanju igara nulte sume je od posebnog
zna aja. Ekvivalencija minmaks teoreme u teoriji igareeoreme jake dualnosti u linearnom
programiranju predstavlja veoma bitan korak u reBavigara nulte sume. lako je to bilo skoro
o igledno, dugo se tragalo za kompletnim dokazom \eltgncije ove dve teoreme. Komea
verzija potpunog dokaza izvedena je tek nedavnoaktpno je omoguila primenu svog
ste enog znanja vezanog za linearno programiranje aveegu igara nulte sume. To je
omoguilo i uvo enje raznih raunarskih programa u proces reSavanja matriigara, a samim
tim i njihov razvoj.

U prvom delu rada navedene su osnovne definicijeznake. Problem linearnog
programiranja i neke metode njegovog reSavanjaaapisu u drugom delu. U trem delu
predstavljena je teorija igara. Veza izradinearnog programiranja i igara nulte sume i @ma
linearnog programiranja u njihovom reSavanju prékez je u etvrtom i petom poglavlju, dok je
na samom kraju rada izveden zakék.

1.1 Osnovne oznake i definicije

N-skup prirodnih brojeva,
R-skup realnih brojeva,

- n-dimenzionalan realan vektorski prostor, gde

- prostor matrica formatan x n,
skalarni proizvod vektora :
, blok vektor :
- elemenat matric@ koji se nalazi u-toj vrsti i j-toj koloni,
- rang matrice,




- blok matrica,
- jedini na matrica
- matrica ije su kolone vektori

Definicija 1.1: Skup je konveksan skup ako za svako i ! vai
! #

Definicija 1.2: I1zraz oblika

$ o
gde su realni brojevi, a naziva se linearna kombinacija elemenaf& !!
Ako je osim toga zadovoljeno i
' L ) & !

%

onda je (1.1) konveksna kombinacija elemenata% ! ! #

(1.1)




2 Linearno programiranije

Savremeno drustvo, a pogotovo privreda svakodneensuoava sa raznim slo enim
zadacima, koji mogu imati viSe reSenja. Lagi pitanje koje se name je kako doi do
najboljeg, tj. optimalnog reSenja. Kod reSavanjakwh zadataka primenjuje se kriterijum
minimuma ili maksimuma, koji podrazumeva maksimigadobiti uz minimalna ulaganja. Prvi
korak u reSavanju problema je formiranje materkaty modela. Njegaine funkcija cilja i
ograni enja. Dakle, zadatak je odrediti minimum ili makem zadate funkcije cilja na nekom
skupu ogranienja. U zavisnosti od vrste funkcija kojima su apis problemi mogu biti linearni
ili nelinearni. Linearni problem je problem u korefunkcija cilja linearna i u kome su sva
ogranienja predstavljena linearnim funkcijama. Lineararobfem je specijalan slaj
nelinearnog problema. Ukoliko je funkcija cilja m&arna, ili ako je bar jedno od ograemja
predstavljeno nelinearnom funkcijom, rge o nelinearnom problemu. U cilju reSavanja ovih
problema, razvile su se mnogobrojne metode.

U danasSnje vreme zahvaljujurazvoju tehnologije znatno je olakSano reSavanje
problema linearnog programiranja bez obzira naeslost. Postoje standardni programi koji se
koriste u tu svrhu kao gotove rutine. Osnovni zakige prepoznavanje i dobro formulisanje
problema i naravno odrezanje njegovog resenja.

2.1 Opis problema

Neka je dat skup* i funkcija+, - # Posmatra se problem

(Cceccceeccceeccceecccceeccceececeeoaec@ €2 #ceecceecceeeCceecceranescc

+ se nazivdunkcija cilja, a predstavlja skup ograrénja gopustiv skup

Definicija_2.1.1: Svaki vektor 2  se naziva dopustivo reSenje problema (2.1.1). &fekt
42 za koji funkcija cilia dostie minimum (maksimumyaziva se optimalno redenje
problema (2.1.1).

Vektor 42 jeoptimalno reSenjproblema+ -1& akovai

+ 4(+ ,5 #




Vektor 42 jeoptimalno reSenjproblema+ -1 akovai

+ 40+ ,5

Ako je+ linearna funkcija i ako je dopustiv skup zadatslinearnim ogranienjima onda se
ovakav problem naziva problelmearnog programiranja

Opsti oblik (LPG)problema linearnog programiranja (LP) prikazanatnmno-vektorskoj formi
ima sledeu strukturu

+ 6 '6 -1&
%
;7 8 9 -9, ) & <* 43 >?
gde je
2 , 9 , 9 6
Ogranienjatipa ) ,& !3 nazivaju se ogranenja nenegativnosti.

Sada e biti navedeni specijani oblici problema linearqwggramiranja.

Osnovni oblik problema linearnog programiranja (LPO

+ 6 '6 -1&
%

@ =A 9 ((CCCecccceeeccce
)
(cccecccceeecccceecccceeecccceeeccccecccccce 29 >#

Standardni oblik problema linearnog programiranjdPS)

+ 6 '6 -1&
%




=A 9 ((CCCeecccceecccc
)
(cceecccceeecccceecccceeecccceeeccccecccccce 29 >#

Kanoni ki oblik problema linearnog programiranja (LPK)

+ 6 '6 -1&

%

B =AC 9 (((CCccecccceecc

)
@@ 62 9 }
ili C , E je jedini na matrica, #
Definicija_2.1.2: Vektor D je vrh konveksnog poliedra, tj. skupa = A( 9

>ako se nalazi u preseku maograni enja dopustivog skupa.

Teorema 2.1.1:Ako je K konveksan poliedar sa vrhovia - F Dg a G ,tadaje

B

%

gde je

%

tj. konveksni poliedar je konveksna kombinacijajgverhova.

Teorema 2.1.2:Ako funkcija cilja LPS problema dosti e minimum a ki 4 tada postoji vrtD
takavdajerD + 4 #

Dokaz:

NekasuD & ! F H vrhoviskupa #Na osnovu teoreme 2.1.1 sledi




4 D ! ) & F H#((
% %
Dalje je
B B B
+ 4 6 4 6 D 6D) 6D + D
% % %

gdeje6 D /O ,g 6 D.Kakoje+t 4 minimalna vrednost funkcije cilja na tada je
+ 4 + D#
Zaklju ak je da funkcija cilja dosti € minimalnu vrednastrhuD#
J

Teorema 2.1.3: Linearna funkcija cilja nad ograminim konveksnim dopustivim skupom
dosti e svoj minimum (maksimum) u nekom vrhu. Aka dosti e u dva ili viSe vrhova onda ga
dosti e i u svakoj konveksnoj kombinaciji tih vrhav

Dokaz:

NekasuD & ! H vrhoviu kojima funkcija cilja dosti e svoj minimm (maksimum) i neka
je+D 1& !'F H .Nekajexkonveksna kombinacija vrho\z tj.

B B
D' ! ) & 'F H#
% %
Tada je
B B B
+ 6 6 D 6D 1' 1#
% % %

J

Ukoliko pak konveksni skup nije ograen, linearna funkcija moe i da ne dostigne svoj
minimum (maksimum).

Teorema 2.1.4:Problem linearnog programiranja nema reSenje akaopustiv skup prazan ili
ako funkcija cilja nije ogranena sa donje strane u siju minimuma (ili sa gornje strane u
slu aju maksimuma). U suprotnom problem linearnog pogranja ima reSenje i ono je ili
jedinstveno ili postoji beskonao mnogo resenja.




Definicija 2.1.3: Neka je u LPS problemu 1# Taka je bazi no reSenje
problema LPS ako postgjilinearno nezavisnih vektora K ! me u vektor kolonama
matriceA, tako da vai

E E “F L L 9

gde je

B

s M O

LB
a e F | su bazine komponente vrha Ostale komponente vrhasu nebazine i one su
jednake nuli.
Definicija 2.1.4: Vektori e F | suvektori baze baziog reSenjx.
Definicija 2.1.5: Matrica e F | je bazabazhog reSenjx.

Definicija 2.1.6: Bazi no reSenje je nedegenerisano ako su sveit@kiomponente pozitivhe. U
suprotnom bazno reSenje je degenerisano.

Teorema 2.1.5:Bazi no reSenje LPS problema je vrh skup#

Dokaz:

Neka jerang(A)=r. Pretpostavlja se da jebazi no reSenje, a da nije vrh skupa To znai da
mo e biti zapisano kao

D " !

gde je P P! ; Q # Posto je komponenti take v jednako nuli (nebaznhe
komponente), te iste komponenteebjednake nuli i za tke x i y. Bez umanjenja opstosti mo e
se uzeti da su poslednjih  komponenti za sve tri tke jednake nuli. Dakle, vai

"F" L L 9A
"F" LL 9A

gde su & !F linearno nezavisni vektori ( RSTUVW(TVXVOS(.YUW/Z8ko se
oduzmu prethodne dve jedim@e dobija se

E E EF LLL#




Zbog linearne nezavisnosti vektora sledi da je & ! F  Sto protivurei pretpostavci.
Daklev je vrh skupa #

Teorema 2.1.6:Vrh skupa je bazino reSenje problema LPS.

Dokaz:

Neka jerang(A)=r. Bi e pokazano da pozitivnim komponentama vvhadgovaraju linearno
nezavisni vektori. Bez umanjenja opstosti mo e sepgostaviti da su prvik komponenti vrhas
pozitivhe (prenumeracija promenljivi) [ & !FH D & H"! I #Tadaje

B

(ccceecccceeeccceeeecceeecccceecrarrae o g sHtas

%
Pretpostavlja se suprotno da su vektori& ! ! H linearno zavisni. Dakle postoje brojevi
\ & ! ! Htakvidaje

B

(Cceccceeccceeeccceeccceeccceeeccccaemn (Ccceccceeccceecccceeccceeccceeem et

%

a da pri tome sW nisu jednaki nuli. Mno enjem (2.1.3) g9 i sabiranjem sa (2.1.2), a
zatim mno enjem (2.1.3) sa (3 sabiranjem sa (2.1.2) dobija se

D"MNg " "™ g g"F" B"Mg g 9
D Mg " DEMNEg g"F Dz N\ g B 9

Uvode se oznake

_ #Vidisedaje 9(/(( 9 odnosno, sistem jednaa u LPS ima dva reSenjya .
UzuslovD "™ ) & !'F H ona e uvek biti mogua reSenja LPS problema. Za dovoljno
malo”®vai ) ) # Tadaje

! !
D - " —
3 3
Sto je nemogle ako jeDvrh skupa. Na osnovu protivureosti izvodi se zakljuak da su vektori
& ' F H(linearno nezavisni, odnosno da [ebazino reSenje. Kako je




takvih vektora mo e biti najviseé, H # Ako je H bazino reSenj®je nedegenerisano, a
ako jeH P ono je degenerisano.

J

Teorema 2.1.7:Neka je u LPS problemu 1 i neka skup (nema degenerisanih
vrhova iDje vrh sa bazom ¢ L, a

(CcceecccceecccceeecccceeeccccecccCerccccctae g F a0 K HE - CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC 3#t#b

predstavlja razlaganje vektora po vektorima baze. Definisanoge kao

(ccceeccceeecccceeecccceeecccceccreea e "Fa 6 K IF#(((CCcccccceeeccceeecccceeecccc sutad

Ako postojiKk 243 F >takvo da je

(Cceccceeccceeeccceeccceeecceeccoam@e 6 1 (e st

tada vrhD nije reSenje LPS problema.

Dokaz:
Posto jeDvrhvaiD D F D, F i

(ccceecccceecccceeeccccceeecccccc@imee " F* b9 (Cecceeecccceeecccceeeccceeeccc oo
(cceeecccceeeccceeecccceeecccceccr (e 6 D "F"e O#CCCCCccccceecccceeeccceeeccccee(eeecccccce s

Treba pokazati da postoji tako da je
+ P+D
tj. Dnije reSenje problema. Ako se pomnoi (2.1.4%*4a ito oduzme od (2.1.7) dobija se
iD 2a j "iDg Mag] g"F"ID [ Ma_j "N 9.
Na sli an nainiz (2.1.5) i (2.1.8) se dobija
iD ”a j6 "iDg "agj6e"F"iD | "a, j6,""6 + D %ic 6 j#

Neka je ID "a DO Mag FD Ma, F ™~ Fj gde je® naj tom
mestu, i neka jé izabrano tako da je) . Tada jex mogu e reSenje LPS problema i

+ +D “ic 6 jP+D .




DakleD nije optimalno reSenje, Sto je i trebalo biti do&ao. Uzimanje prvilt vektor kolona
matrice A za bazu vrh® ne umanjuje opStost, jer se prenumeracijom prgmenkto mo e
posti i.

J

Posledica 2.1.8Neka je problem LPS regularan i neka je 1# Akoje #bazino
reSenje, teka 4 e biti optimalno reSenje problema LPS u sju da va i

e K IF

gde jee odre eno sa (2.1.6).

Definicija 2.1.7: Veli inee u (2.1.6) nazivaju se ocene bamg reSenja.

Prethodne stavke su veoma zmjae pri reSavanju LPS problema simpleks metodokujoj e
viSe rei biti kasnije i koja se iste kao jedna od najpoznatijih metoda za reSavanjelgma LP.
Postoje i druge metode za reSavanje problema hogaprogramiranja, kao Sto su grah
metoda i metoda duala.

2.2 Grafi ka metoda za reSavanje problema linearnog
programiranja

Radi lakSeg vizuelnog pristupa i wvanja nekih opstih svojstava problema linearnog
programiranja, prvo e biti predstavljena grafka metoda za reSavanje problema linearnog
programiranja u dvodimenzionalnom shju. Grafi ka metoda se koristi za reSavanje problema
sledeeg oblika

+k k -./0(1
= E 9 E 9 ) & 13 #
Na narednim primerima predstavljena je geometrijgkapretacija problema LP.

Primer 2.2.1 Data je funkcija cilja

i skup ogranienja




= E A " e !
@@ ueac
(eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e
(@@t
(et

Odrediti take u kojima funkcija cilja dosti e minimalnu i maiksalnu vrednost na skupu.

Dopustiv skupJ predstavljen je na slici 1. Najpre se odredi pres@ni ] "1 #
Presena taka dobija se reSavanjem jedime] "] g i to je prava g #

Gradijent funkcije cilja je vektor (3,3) tako dafjmkcija cilja rastua. Vektor®C m ]] je
vektor normale na preseu pravu g # Povla e se prave paralelne sa presan pravom u
pravcu i smeru vektod®C#Prvi presek sa dopustivim skupdthpredstavlja minimum i to je
ta ka 3! #Poslednji presek sa skupddie maksimumito jetkaC df #

*a

€48, 8}

Slika 1

Posto je dopustiv skup ograen zadatak se mo e reSiti i na drugi img primenom teoreme
2.1.3. Kako linearna funkcija cilja nad ograemim konveksnim dopustivim skupom dosti e svoj
minimum (maksimum) u nekom vrhu, potrebno je imraati vrednost funkcije cilja u svakom
vrhu dopustivog skupa (slika 1) i utvrditi u komhurje vrednost funkcije cilja najmanja (taj vrh
je minimum) i u kom je najve (taj vrh je maksimum). Dobijene su slederednosti

Vrh (2,1) (5,5/2) (5,6) 2,3)
Funkcija cilja 9 22,5 33 15

Zaklju uje se da funkcija cilja dosti € minimum u ta (2,1), a maksimum u ti (5,6).




Primer 2.2.2 ResSiti problem

H B " g-.0(1

E = E E3 " g)!
@@ @@ ueaon:
(@@ aaucues«

(Ccceeeeeeeeeeeeec

Dopustiv skugJ prikazan je na slici 2, priemu se ucava da je skup neograen.

Funkcija cilja dosti e minimum u t&i (0,0), dok taka maksimuma ne postoji, jer funkcija cilja
nije ograniena sa gornje strane.

XZI

~
~
=
-
~
~
~

Slika 2
Primer 2.2.3 ReSiti problem
+ E "3 g-./0

= E o £)3
(e
CCCestesae
((ccceeeeeeeeeeeec

Dopustiv skup je dat na slici 3




4 y=-x+2
y=-x+=

Slika 3

Uo ava se da je dopustiv skup prazan, tako da ovajgronema reSenje.

2.3 Simpleks metod

Simpleks metod je jedan od najzamijih, a samim tim i najpoznatijih tehnika za
reSavanje problema LP. Nastao je 1947. godinegovjévorac je D ord Dantzig. U ovom radu
je naveden algoritam metoda za problem bez degdjeeralgoritam je dat u dva dela. Prvi deo,
tzv. sekundarni simpleks algoritam pretpostavljanavanje polaznog vrha (mogg reSenja), a
drugi deo tzv. primarni simpleks algoritam nalaai gtni vrh za sekundarni simpleks algoritam
ili konstantuje da je skup ograenja prazan, tj. da problem nema reSenje.

2.3.1 Sekundarni simpleks metod

Kao Sto je ve napomenuto sekundarni simpleks metod podrazumezmnapanje
polaznog vrha. Problem koji se reSava je oblika

+ 6 -./0(
= 9 ) & !3 >
9 9 P #
Neka jeD vrh i neka E L predstavljaju bazu vrhB, aD O D  su
bazi ne komponente vrh, dok su nebazne komponente jednake nuli.
E F L
Matrica baze ima oblik £ L M IE\I ,E\IE Fp I\EILQ M EO K !

L LE LL L

F

6
D: MQ(: M N(6: VGﬁO#

6.




Matrica se sastoji od linearno nezavisnih vektora baze pa je njena détamta razliita od
nule, §to znd da jeB regularna i da postoji njena inverzna matrifa#

Posto jeDvrh va i

D "Dgg"F'D . 9, t4.((D: 9

odakle sledi
D: 9 9#
Sistem  9(( je ekvivalentan sa
rsssssgsesksssssu” o . "F" 9
ww:
(CCCCCceeeeeecccccccceeeceeccccccccceecc e g o#
Mno enjem jednaine sa 9 sa leve strane dobija se
+ 9 R d a9
a kako je
D 99
sledi
“@ . . "Fr 4 (D.. (2.3.1.1)
Neka je
a
q MaENQ K I
a
tada sledi
"a . _ "F"a D
EagL L F'a g De
N
L'ap L "F'a D #

Na osnovu (2.3.1.1) je




%L
tj. : (D: $, @ #

Dakle bazine komponente proizvoljne tee se mogu izraziti preko njenih nebazh
komponenti i preko baznih komponenti poznatog vrha. Vrednost funkcijgacd proizvoljnoj
ta ki se mo e predstaviti na sledena in

+ 6 I6 I6 11} 1 6
% % %L
6: :" ' 6
%L
6: D: q "6
%L %L
6: D: 6: ' 4 "' 6
%L %L
6D i 855%t ssHU
%L ey
+ D e #
%L
Dakle + + D $,4 e
Ako je
1 e )
%L
Uyeko je ispunjen uslog ) ,K "I , tada sledi+ + D#

Svaki LPS problem se mo e svesti ha oblik




a, L "F"a 9
e ag. L F'a g 9
N (2.3.1.2)
L'ap. L Fra 9.
) 9[#

Ekvivalentan zapis ovog problema je

+ 6 -1&
9
)
gde je
! F aL aLe F @4
I F L  @%&LE F &
MNp P N N N p NO
F F 1 a, ae F a

matrica tipar x n, rang(A) # Zbog pretpostavke dage[ takaD 9 je nedegenerisan
vrh skupal, gde a

= 9 ) #

Jedinini vektori su baza vrhas. Vektor : F | oznaava bazine komponente
proizvoljne take , a vektor . F nebazine.

Nakon svoenja LPS problema na eljeni oblik primenjuje sgaltam za sekundarni simpleks
metod.




Algoritam za sekundarni simpleks metod

Korak 1:Formira se tabela koja odgovara vibu

L F B
a F asg a C
) ) ) ) )
a L F ag F a C
) ) ) ) )
L a L F a g Y
eL eg e 1+ C
gde je e 6:49 6 (K "! #
Korak 2: Ako jee, e g € tada jeD optimalno reSenje problema i postupak se

zavrSava, & D je vrednost funkcije cilja u optimalnom reSenja le, prelazi se na korak 3.

Korak 3: Odredi seeg .Y{ | e,< }K K ="! >e [ ~# Posmatra se kolona iznad
eg#Ako u njoj nema pozitivnih elemenata, tj. akoajg & ! tada problem nema

reSenje jer funkcija cilja nije ogramna sa donje strane na skupu postupak se zavrSava. U
suprotnom prelazi se na korak 4.

Korak 4: Odredi sesiz uslova
D

D
— /0 — & & A ## >a ~#
ag . 2. s } B[

Elementa g se naziva pivot.

Korak 5: Prethodna tabela se transformiSe u novu tabela &dgovara novom vrh@l za koji
vai

+€ + D#
Bazu vrha€ ine vektori E q °. L #Proizvoljna taka ima bazine
komponente E q I L a nebazine | LE Bg [, B #

Tabela koja odgovara novom vrEuje oblika




L F Ba B F

a F a g, a a F C
) N D ) ) N D )

a, L F a, gg a, a, g F C,

3L F 3 Bq % %8 F Cs

a | F a g a a g F C
) ) D ) ) ) D )
L AL F A Bq a Gl: F 0

e, F €gq e € F 1€

Transformacija se izvodi po slede pravilima:

1) izlazi iz baze, a g ulazi u bazu

2) &g .
3) Novi elementi vrste u kojoj je bio pivot su:
=t X " "
—, K ' H!H"!
s s
H
D
4) Novi elementi kolone u kojoj je bio pivot su:
a L N Y
ap
e e.

ot

5) Svi ostali elementi u tabeli dobijaju se na sléda in:

a "%oX‘T'q"%o"TX’ & ! ## ~ !’\ll! (((K ||! H ! Hu!
e
agé a e
e =2 = K "I H!H"!
ap

SRl (CRERN R

+€ St .+.0fte. E
ot

€ je novi vrh pri emu je
€ D & '## -~ I1H ™"

€ & "I HITH"l #




VrhD se zamenjuje vrhor i ponovo se vraa na korak 2 i postupak se ponavlja sa
novom tabelom.

Treba napomenuti da se pivot bira u koloni sa nmaikiom vrednoste (korak 3). Takav
postupak ne odrelje put kojim se najbr e dolazi do reSenja. Makdmaavrednost se uzima da
bi algoritam bio jednoznan, inae pivot se mo e birati u bilo kojoj koloni koja odgara nekom
e # Ne postoji pravilo izbora kolone u kojoj se odige pivot koje bi garantovalo najbr i
dolazak do reSenja.

Na sledeem primeru je ilustrovan sekundarni simpleks metod.

Primer 2.3.1 ReSiti problem

@ " e(f
d
(ccecececccc@ 5

(CCCCCCCCeec(l
E) #

Funkcija cilja se pomno i sa (-1) da bi se problsweo na problem minimizacije i svakariom
ograni enju se dodaje dopunska promenljiva) #

Dobija se ekvivalentan problem oblika

e ] 3 £-1&
1 '] e 13
(3 " E"( E f
d
(@« e« 3

(CCCCcceccE - 1
E< <eca. ) FCCCCCC

M Ne
eed

VektorD ¢ «<g <@g« g 13f
ovom vrhu je oblika

je vrh dopustivog skupa. Tablica pridru ena




E
< 3 3 12
<g 2 1 6
<g 1 0 5/2
<, 0 1 3
4 3 2 0

PoStojee ] i eg 3 vrhDnije optimalno reSenje. Kako je
1 93>]

znaida e u narednom koraku u i u bazu. Da bi se videlo koji element izlazi izbdra i se

1& 8% E é? é Dakle iz baze izlazig a pivot jeag ! . Primenom transformacija dobija

se sledea tabela koja odgovara novom vréu ije su bazine komponente

‘ld],
<« < <. e — | —
E 3° 3

a nebazine< & g. Vrednost funkcije cilja u ovom novom vrhu je

+ € 1d"3#
‘a E
< -3 3 9/2
<g -2 1 1
1 0 5/2
<. 1 3
4 -3 2 -15/2

Ovaj vrh nije optimalno reSenje pa se ponavljanpstupka dolazi do novog pivotag(ulazi u
bazu, dok g izlazi) i dobija se tabela koja odgovara novomuwthkome je vrednost funkcije
cilja manja nego u prethodnom.




<a ‘E
< 3 -3 3/2
E -2 1 1
1 0 5/2
<. 2 -1 2
4 1 -2 I “3

Ni ovaj vrh nije optimalno reSenje, pa se ponov& tnansformacija tabele i dobija se

< < E
<q 1/3 -1 1/2
E 2/3 -1
-1/3 1
' -2/3 1 1
4 -1/3 -1 -10
Ova tabela je optimalna jer su ocene vrha negatitine EEP i 'P # Dakle optimalno
resenje problema je vrh
43,23

< < é < éE 1“3 ¢« 41
Vrednost funkcije cilja u optimalnom reSenju je
+4 o T

Posto je dati problem dvodimenzionalan mo e setira@Sgrafi kom metodom i reSenje je
predstavljeno na slici 4.




x1

x1=4-x2 2
x1 =3-?

x1=2,5

x2

x2=3
Slika 4

Grafi ka metoda je potvrdila da je optimalno reSenje lemla
4 2 3

U poglavlju 5 je prikazano reSavanje zadatka 208rho u programskog paketa LINDO.

2.3.2 Primarni simpleks metod

U slu aju da problem LP nema oblik (2.3.1.2) pogodan @engnu sekundarnog simpleks
metoda, tada prvo treba primeniti primarni simplekstod koji odreuje po etni vrhv, i zatim
sistem ogranienja svodi na oblik (2.3.1.2) ukoliko skup nije prazan. Ako je pak prazan
skup, algoritam to konstatuje i zavrSava se pogtuquastatacijom da problem (2.3.1.2) nema
smisla. Ukoliko je skup neprazan moe se desiti da u njemu postoje lireazavisne
jednaine tj. ogranienja. Primarni simpleks algoritam eliminiSe te jedne i sistem dovodi na
oblik kod koga je rang matrice jednak broju ogranja. Primarni simpleks algoritam se
primenjuje na problem oblika

+ 6 -./0(
= 9 ) & 13 > (2.3.2.1)
9 o[ #

Algoritam za primarni simpleks metod

Korak 1: Problemu (2.3.2.1) se pridru uje pommo problem. Najpre se formira pomma
funkcija cilja koja se dobije kao zbir veskéh promenljivih.

+ S S1& # (2.3.2.2)




Dobijeni pomoni problem je oblika

+ - 1&
c = € )C 9 >
C C 9 (2.3.2.3)
E €
gde su veStake promenljive i ima ih ukupnin.

C 9(P[ "€ 9

e — o

Za€ skupZ se poklapa sa skupom#Problem (2.3.2.3) ima istu formu kao (2.3.1.2) za
r=m. Rang matriceC e m. TakaD 9 je vrh problema (2.3.2.3), pa se mo e primeniti
sekundarni simpleks algoritam. Dakle, vrh skidpe € 9 Uy#((D 9 9 #

Korak 2: Resi se problem (2.3.2.3) primenom sekundarnoglsks algoritma. Neka je*
reSenje tog problema. Va+ 4 )

Korak 3: Ako je+ # [ algoritam se zavrSava konstatacijom da zadatek1(2) nema
reSenje. Skup je prazan. Ina, ide se na korak 4.

Korak 4: Kako je+ 4 i 4 D gdejeD D D wvrh skupa (i€
formira se nova simpleks tabela za via osnovu simpleks tabele zavth D #

4.1) IzbriSe se poslednja vrsta u tabeli vri#

4.2) Uoi se deo tabele u preseku vrsta koje odgovarajutaves promenljivim
qL koje su u bazi i kolona koje odgovaraju nebain promenljivim
(L . Ako taj deo tabele ne postoji ide se na 4.3ka@@ostoji ide se na 4.4).

4.3) Posto ne postoje veska promenljive u bazi vrha', baza vrha? se poklapa sa bazom
vrhav. Neka u tabeli ima bazi nih promenljivih, tada jeang(A)=r. 1z tabele se eliminiSu one
kolone koje odgovaraju veStam promenljivima (svi elementi su im nula) | podiga vrsta se
ispunjava na sledena in

~ %%, 6a 6 (& "' iJd(v).
Prelazi se na sekundarni simpleks metod.

4.4) U uo enom delu tabele postgi~wg [ "! H # Uzimajui a wg kao pivot
transformiSe se tabela prema pravilima sekundarsogpleks algoritma. Desne strane




odgovarajuih jednaina su jednake nuli, tako da se ostaje u istom.Whenja se samo baza. Iz
baze se izbacuje veSka promenljiva -~ , a u bazu se uvodi promenljivg. 1z tabele se briSe

kolona koja odgovora vesSteoj promenjivoj w (vektor je jednak nuli). Postupak se ponavlja
sve dok ne nastupi 4.5) ili 4.6).

4.5) U bazi nema viSe vestah promenljivih i prelazi se na 4.3).

4.6) U uo enom delu tabele nema pozitivnih elemenata. Tadmggue da su u(n+i)-toj
jednaini svi koeficientia # Ovakva jednana se izostavlja iz daljeg ramatranja jer
predstavlja identitet. Dalje, navedenom delu talbelgovaraju samo jednae kod kojih su svi
koeficijenti negativni ili nula. PoSto su desneast jednake nuli, jedniame su zadovljene samo u
slu aju da su sve promenljive uz negativne koeficijgjetdtnake nuli. Dakle, promenljive uz
negativnea  se izjednaavaju sa nulom. To su anulirane promenljive. Nalaga uoeni deo
tabele predstavlja trivijalne identitete i izosjawde iz daljeg razmatranja.

4.7) Kolone koje odgovaraju anuliranim promenljivimastavljaju se iz daljeg razmatranja i u
funkciji cilja po etnog problema (2.3.2.1) se unose nule umestoranillipromenljivih. Popuni
se poslednja vrsta sa

© %%, 6a 6 (& <i J(v),
gde jel skup indeksa koji odgovaraju promenljivim koje nawlirane u prethodnom koraku.

Korak 5: Primeni se sekundarni simpleks metod. U dobijemgtimalnom reSenju se na mesto
anuliranin promenljivin stavljaju nule i tako se bija * reSenje pcetnog
problema (2.3.2.1).

Na narednom primeru ilustrovana je primena primgrsimpleks algoritma.
Primer 2.3.2.1 ReSiti problem
t B ®. 7 E & - 3 z-1&
T et €& "3 2 I
3 "f " & . b 2z 3(
I B I
E&. z)#
Svakom ogranienju doda se veStka promenljiva i formira se pompoa funkcija cilja
+ € "€ "€ g-1&#

Novi skup ogranienjac je




Tt @ T8 2t 1(

3 F e & . b "€k 3(

] et @t g e 1
E&. 2) 1€ €c€g) #
Najpre treba minimizirati pomawu funkciju cilja+ nac#Poznat poetni vrh je(€ 3]

#

E & . >z(@unebazine komponente,@ €g €gsu bazine.

E a z
€ 1 3 1 -2 10
€c 2 6 1 -4 20
€aq 3 10 1 6 -7 30
4 6 19 3 10 -13 60
4 -1 1 1 1 -2 0

Primenjuje se sekundarni simpleks algoritam zamiiraciju pomoe funkcije cilja + #

Uzima se maksimalni pozitivan element iz vrstgl =!"]! > I I trai
1& 8% 5 %é? f—?(pa je pivot 10. Transformacijom se dobija tabelgakadgovara novom
vrhu.
€q a . z
€ 1/10 -3/10 7/10 -8/10 1/10 1
€ 2/10 -6/10 4/10 -6/10 2/10 2
E 3/10 1/10 1/10 6/10 -7/10 3
4 3/10 -19/10 11/10 -14/10 3/10 3
4 -13/10 1 9/10 4/10 -13/10 -3

Ovaj vrh nije optimalan pa se dalje primenjuje selarni simpleks metod. Kako ve&ta
promenljiva viSe nee u i u bazu, briSe se kolona koja joj odgovara.




a . z
€ 1/10 7/10 -8/10 1/10 1
€k 2/10 4/10 -6/10 2/10 2
E 3/10 1/10 6/10 -7/10 3
4 3/10 11/10 -14/10 3/10 3
4 -13/10 9/10 4/10 -13/10 -3
Postupak se ponavlja
z
a 1/7 -8/7 1/7 10/7
€c 1/7 -1/7 A7 10/7
E 217 5/7 -5/17 20/7
+ 1/7 -1/7 1/7 10/7
4 -10/7 10/7 -10/7 30/7
a 0 -1 0
5 1 -1 10
E 1 0 10
4 0 0 0
4 0 0 10
Sve vestake promenljive su izaSle iz baze i vrednost furkcijja+ 4 pa je

Dt

vrh dopustivog skupda abela pridru ena ovom vrhu je




0 -1 0

1 -1 10
1 0 10
0 0 10

Dalje bi sledila primena sekundarnog simpleks meetal minimizaciju funkcije= Me utim, ova
tabela je optimalna jer su ocene vrha nepoziti@mimalno reSenje problema je

4 | 4 4 4|#

4
E - E . Z

Pored ovog reSenja daljom transformacijom, tj. pmem sekundarnog simpleksa dobija se novo
optimalno reSenje

E
a 0 -1 0
5 -1 -1 0
1 0 10
" 0 0 10

Dakle, funkcija cilja takoe dosti e minimum i u vrhubD?* ! #PosSto su ocene vrha

nule postupak se nastavlja i dobija se nova tabela

0 -1 0

1 -1 10
1 0 10
0 0 10

identi na sa tabelom koja odgovara optimalnom re3BfiNa osnovu teoreme 2.1.3 zakljje
se da se minimum funkcije cilja dosti e u svakojkiakoja predstavlja konveksnu kombinaciju

vrhovaD* i D*. Dakle, problem ima beskorms mnogo resenja.




2.4 Dualnost u linearnom programiranju

Svakom problemu linearnog programiranja mo e sedrpriti odgovarajui dualni
problem koji ima znaajna matematka svojstva. Analizom odnosa izmeprimala i duala bavi
se teorija dualnosti.

Neka je dat problem linearnog programirangimetri nom obliku

P (4w 6 -.Y{(

gde jeU dopustiv skup problenia.

Ovakav oblik problema naziva gaimal ili primalni problem, a promenljive ( su
primalne promenljive. Odgovarajudualili dualni problem koji se pridru uje primalu je tka

D: + 9 -./0(
nad dopustivim skuporf{(((((((((((( ce =A
‘)6
) (
6 9 }

pri emu su (dualne promenljive.

Lako se mo e uaiti da za parove zadataka D va i slede e:

1) matrica skupa ograrenja dualnog problema predstavlja transponovanu matricu skupa
ograni enja primalnog problem#;

2) nejednakosti u skupu ograenja primala i duala su suprotno orijentisane;

3) ulogu slobodnih lanova u skupu ograrenja duala imaju koeficijenti iz funkcije cilja
primala i obrnuto;




4) u dualu funkcija cilja se minimizira, dok se u primalu funkcija cilja
maksimizira.

Problem LP koji nije zadat u simetnom obliku se mo e lako transformisati na simeitn oblik
sledeim pravilima:

1) problem minimizacije funkcijem  se mo e svesti na problem maksimizacije funkcije
+ 1w ,

2) ogranienje tipa) se mno enjem sa (-1) svodi na ogramje tipa ;

3) ograni enje oblika$ 9 se mo e zameniti sa dva ograenja$ o, 9 i
$ o 9
4) ako za promenljivu ne postoji nikakav uslov koji ogramiva njen znak, tj.
neograniena je po znaku, tada se uvodi smena 9 gde su (/¢
nenegativne;
5) ako promenljiva treba da ispunjava ulov tada se u problem uvodi smena
,gdeje )

Sada e biti naveden jedan od mogi prikaza dualnog problema sa ekonomskog aspekta.

Primer 2.4.1 Firma je definisala problem: Neka postoje tri maSingmazvodnju tri razliita
proizvoda i neka je vreme (u satima) rada te masine potrebno za izradutog proizvoda.
Neka je9 nedeljni kapacitet radnog vremenajn&oj masini, 8 cenai tog proizvoda.

Firma\ eli da iznajmi maSine firme . Da bi ponuda firmé bila atraktivha ona mora da
ponudi toliko novca po svakom proizvodu koliko lmnfa dobila kada bi sama izravala
proizvode. Logino je da firma eli da minimizira ukupnu sumu troSkova. Matem&timodel
zahteva obe firme je slede

Neka je koli inai tog proizvoda koji treba proizvesti da bi dobitabdptimalna. Matematki
model iz ugla firme ima oblik

6 "GpEg"6gg1
EeE @&&?9
E " ee’ eee Y€

€& ' e e 9 e

) & 134




Ako < predstavlja cenu rentiranjate maSine za jedan sat, matematmodel iz ugla firma
je

9 "9rg"9gce 1&

EE & &b

E " eEe & be
& ' ece ccx)b e
) & 13J#

Navedeni problemi predstavljaju par dualnih proldem

Ilzu avanjem matematkih svojstava odnosa primal-dual bavi se teorijaldosti, a neka od tih
svojstava su ovde navedena.

Teorema 2.4.1 (teorema slabe dualnostifiko je dopustivo reSenje primala i ako je
e dopustivo reSenje duala, tada va i

6 9
odnosno
Hw +,
Dokaz:
Posto

(@XSY/I(( 9
i mno enjem skalarno obe strane gadobija se
9 #
Kako iz
e ((ZXSYI(t )6 ,

mno e i skalarno obe strane sadobija se

Dakle, vai

6 ' 9 ((CCceeeccceeecccceeeccceeecccceereoececccceeced




Posledica 2.4.2: Neka je # dopustivo reSenje primala, &dopustivo reSenje duala i neka je

c, * 49 tadaje *optimalno resenje primala i* optimalno reSenje duala.
Dokaz:
Postoje6 4 9 , prema prethodnoj teoremi va i
6 49 6 4 Y[
gde je

= A 9 )
Lako je zakljuiti da je # optimalno reSenje problenffa Analogno iz
9 ) 6 4 9 4 Y(( ce
gde je
® = A )6 ) >
sledi da je # optimalno resenje dualnog problela
J

Teorema 2.4.3 (teorema jake dualnosti): Za svaki par zadatka primal-dual vai jedan od
sledea tri iskaza:

1) Oba zadatka primal-dual imaju optimalno re3enjekaNe # optimalno reenje primala,
a “optimalno resenje duala. Tada vai da je vrednaskéije cilja primala u njegovom
optimalnom reSenju jednaka vrednosti funkcije cifjaala u njegovom optimalnom
resenju, tj.

T
6 4 9 44

2) Ni primal ni dual nemaju reSenje, jer su dopustkupovi prazni.

3) Jedan od problema nema dopustivo reSenje, a dmaidopustivo reSenje, ali nema
optimalno reSenje jer funkcija cilja nije ogra@na na dopustivom skupu.

Uvo enjem dopunskih promenljivih (/( (dobijaju se ekvivalentni oblici problema.
Posto va i
\(YTV(/(2Y V(YTV(¢VZUVy/(a) (UYTRV(YY(RYE/( "a \

dozvoljeno je uvoenje dopunskih promenljivih u primal.




Novi oblik primala je
6 "F("6 -1

"F" ! 9

“F" ! 9

( ( )#

U dual se takoe mogu uvesti dopunske promenljive, jer vai
YNYTVEY . V(YTV(EVZUVY/(a) (UYTRV(YY(YS( a W
Novodobijeni oblik duala je
9 "F("9 - 1&

“F" i 6

"F" i 6

( i (i ) #
Ako primalni problem sadrin promenljivih i m ogranienja, tada dualni problem sadmn
promenljivih in ograni enja.

Za svaku nejednakost (bilo da je re primalu ili dualu) u kojoj je dopunska promewdi

pozitivha, vrednost odgovaraje promenljive primala ili duala je nula. Ovo tenje se naziva
slaba komplementarnost.

Definicija 2.4.1: Uslovi slabe komplementarnosti su :

k o 9 ( & ! (1
[
Do i 6 K 1 (#
Akoje P9 tadazanekovai #

Sa druge strane ako j¢ iz uslova 9 iprethodne konstatacijevai 9
Slinoakoje " [6 tadajezanekp #

Sa druge strane ako j¢ iz uslova ° )6 iprethodne konstatacije vdir 6




Teorema 2.4.4:Neka je vektor dopustivo reSenje primaRi y je dopustivo reSenje dual
tadax i y zadovoljavaju slabu komplementarnost ako i samg&kbd tO#

Dokaz

PoSto je x dopustivo reSenje primalaP sledi k ) (((YEZRYTV((& ! (1 i
analogno¢V¥UV(yS( (YV¢,ZU/RV(WS¥SOyS(Y ) YXYBEXERD V(K ! (

Nekajek $, k iD $, D,

tadavai

k"D 'k "“'D ' 9 " 6 ]
% % % %

1 9 1 n 1 . |6
% % % %

1 9 [l nmi |6
% % % % % %

( 96"

Dakle, k"D poSto X i y zadovoljavaju slabu komplementarnost, a odatleli sle
( . 9 6 .
Sa druge strane ako [e°'9 6 ° tada vaik"D , a posSto su oba vektora
nenegativna sledi D , fj. ispunjen je uslov slabe komplementarnosti.
J

Posledica 2.4.5:Ako je x dopustivo reSenje zR i y dopustivo reSenje zB, i akox i y
zadovoljavaju slabu komplementarnost, tada gptimalno reSenje z& i y je optimalno reSenje
za D.

Teorema 2.4.6 (teorema slabe komplemetarnostiNeka je # dopustivo resenje primala f
dopustivo reSenje duala i neka je

494
446 #

Tada je 4 optimalno redenje primala, &optimalno redenje duala.

Posledica 2.4.7Neka su % “dopustiva redenja primala i duala i neka va e sledmplikacije

frer ‘9
%




4P9 [ 4
%

Lere ‘6

%
' 16 ([ * #
%

Tadasu *i 4 optimalna redenja primala i duala respektivno.

Teorema 2.4.8 (teorema jake komplementarnosti)Neka parovi zadataka primal-dual imaju
bar jedno dopustivo re3enje, tada postoji bar jgdaroptimalnih reSenja*, “tako dava i

9 4n 4[

4 6" 4[#

Teorema 2.4.9:Za problem linearnog programiranja va i da je ddaéla primal.

Postoje specijalni oblici problema linearnog progiranja ija se reSenja jednostavnije dobijaju
reSavajui dualni problem. Neka je dat primal oblika

Hm 6 -./0(
)9
) & |
6 9
6) 9)

Mno enjem sa (-1), dobija se ekvivalentan oblik

+ 6 -.Y{(




Odgovarajui dual ovog problema je oblika

+, 9 - .10(
"6
) & ! 1
6) 9) #

Posle mno enja duala sa (-1), dobija se

+ 9 -.Y{(

6) 9) #

Ovaj problem se jednostavno reSava primenom seknodaimpleks algoritma.

Sada e biti navedena pravila za prewmje najopsStijeg oblika problema linearnog
programiranja u njegov dual.

Pravila za prevodjenje najopstijeq oblika probletmearnoq programiranja u
odgovarajui dual

1) Koeficijenti u funkciji cilja primala postaju sloblmi lanovi u ogranienjima duala.
Slobodni lanovi u ogranienjima primala postaju koeficijenti u funkciji @ljduala.
Broj promenljivih primala jednak je broju ograenja duala i obrnuto, broj promenljivih
duala jednak je broju ograminja primala. Ako jéA matrica ogranienja primala onda je

* matrica ogranienja duala.

2) Ako je primal problem maksimuma, onda je dual peabminimuma.

3) Svakom ogranienju oblika  u primalu odgovara vezana promenljiva)  u dualu.

4) Svakoj vezanoj promenljivoj u primalu ) , odgovara ogranenje oblika nejednakosti

sa istim znakom u dualu.




5) Svakom ogranienju oblika jednakosti u primalu, odgovara slobodnamenljiva
u dualu.
6) Svakoj slobodnoj promenljivoj u primalu odgovaraag enje oblika jednakosti u dualu.

Formulacija dualnog problema u opsStoj formi

Neka je dat najopstiji oblik primala

Hu 6 -.Y{(
9 ,
C
) K <
C 9 (((6
<*43 ( #
Dualne promenljive oznane su sa ) ) #Dualni problem dobijen

koris enjem prethodno navedenih pravila za pre&rge je sledeeg oblika
% 9" " © 23(l&
6" °"""C'© ) K <
6" *"""C 0O K«<

-y #




3 Teorlja igara

Teorija igara predstavlja matem&tu formalizaciju i analizu procesa racionalnog
odlu ivanja u uslovima usaglasenih interes&snika u igri, konflikta ili deliminog konflikta
njihovih interesa kao i okolnostima rizika i neiswesti. Teorija igara analizira proces
odlu ivanja u kojem uestvuje viSe osoba, tj. analizira sve one situd@@a konano reSenje ne
zavisi samo od onog asnika (igraa) koji donosi odluku, nego i od odluka svih ostali
u esnika. Dodatna slo enost problema odanja kojima se bavi teorija igara je okru enje
unutar kog se donosi odluka, koje je nepredvidiyesaomenljivo, kao i interesi @snika koji su
esto sukobljeni. Zbog toga se za izraz pobede e edoj igri koristi termin "nadigrati".
Situacije u kojima igra imaju me usobno potpuno suprotstavljene interese (ili delnoi
suprotstavljene) i u kojima svaki igreeli da zauzme poziciju koja je u suprotnosti sfjama i
namerama drugog (ostalih) igeanazivaju se konfliktne. Igrane mora biti pojedinac, veto
mo e biti korporacija, dr ava, stranka, neki timsi. Stvarne konfliktne situacije su veoma
slo ene, pa zbog toga intuitivhe predstave o uzajam odnosu suprotstavljenih strana u nekoj
igri zamenjuju precizno utvena pravila. Pravilima je odreno pod kojim uslovima igra
po inje, koliko igraa u njoj uestvuje, koje su strategije igrma na raspolaganju, kao i krajniji
rezultat (isplata igre). Teorija igara polazi oetpostavke dae svaki igra koji u estvuje u igri
davati prednost v@j isplati u odnosu na manju tj. racionalno se Fatia

Osnivai teorije igara Fon Nojman i MorgensStern naglasavaizlikovanje termina igre
gde se kao sinonimi koriste raati pojmovi ,game* (igra) i ,plays” (igranje). Igrae sastoji od
jednog niza poteza, a igranje od jednog niza izbtrasvakodnevnom jeziku to seesto
poistoveuje. Potezi u igri mogu biti sukcesivni (prvo jedeygra, pa drugi) ili istovremeni.
Strategija predstavlja plan razvoja igre. Ona sgrazs ogleda u izboru odrene vrednosti
promenljive koja je u opsegu odluanja igraa. Preciznije, to je skup detaljnih instrukcija o
tome koji potez bi bilo racionalno odigrati u svak@amislivom stanju igre, ukljuju i i ona
stanja koja u konkretnim realizacijama aebiti dostignuta. Zapravo igralonosi unapred niz
odluka za sve bude situacije. Optimalna strategija predstavlja opés koji nain bi igra
mogao da igra da bi za sebe postigao najpovolgtipd. Strategijski skup predstavlja skup svih
akcija (ili poteza) kojima svaki igraraspola e pri donoSenju svojih odluka. Birajyednu od
svojih raspolo ivih strategija igra odre uju jedan ishod igre. Ako se jedan igrdosledno
pridr ava izbora jedne strategije, tada je e istoj strategiji (pure strategy). Verovatm@oizbora

iste strategije je jednaka jedinici.




3.1 Vrste igara

Igre se mogu deliti po raznim osnovama: prema bigija a, prema broju raspolo ivih
strategija, prema funkciji vremena, prema izboratsgija, prema tome da li je suma konstantna
ili promenljiva.

Podela prema broju igraa

Prema broju igraa igre se dele na igre sa dve, tri, .n.qsoba. Igre sa dva igra najvise
se koriste u teoriji igara. Ovo nije shjno budui da se i u svakodnevnom ivotu najvise
susreemo sa ovakvim tipom igara (npr. Sah). Ove igralgtet su analizirane u teoriji igara. Cil;
je da se stanje opiSe formom koja je dobro pozrigtagrom ije karakteristike su unapred
poznate i zapravo predvidive. Igre sagra a su generalizacije igara u kojimaesgtvuju dva
igra a. U daljem izlaganju akcenat je na igrama u kojinestvuju dva igraa.

Podela prema broju raspolo ivih strategija

Prema broju raspolo ivih strategija igre se dele igee sa konanim i beskonanim
brojem strategija. Ako bar jedan igrama beskonaan skup strategija, reje o igri sa
beskonanim brojem strategija.

Podela prema funkciji viemena

U zavisnosti od toga da li su strategije igral funkciji vremena, govori se o dinamkim
ili stati kim igrama. Ako igrai svoje odluke donose istovremeno tada se racito lsin igrama,
a u suprotnom govori se o dinafkim igrama.

Podela prema izboru strategija

Izbor strategije u igri mo e biti determiniski ili stohasti ki. Igre gde je izbor strategija
slu ajan (npr. bacanje kocke) nazivaju se stohlastigre.

Igre sa konstantnom i promenljivom sumom

Isplata za svakog igra u igri rezultat je izabrane strategije tog igraali i akcija svih
ostalih uesnika u igri. Prema krajnjem ishodu (ukupnoj ispigre mogu biti sa konstantnom ili
promenljivom sumom.

Igre dva igraa u opStem smislu su predstavljene matricama ¢&la) iji su elementi
ure eni parovi. Igra 1 ostvaruje svoju strategiju birajuednu od vrsta matrice, dok igre&
ostvaruje strategiju birajukolonu. elija koja se nalazi u preseku izabranih strateggaiva se




rezultat igre. Prvi lan ure enog para rezultata igre predstavlja dobitak igra, a drugi lan
dobitak igraa 2. U daljem izlaganju podrazumevano je da suigizaa racionalna, tj. ele da
maksimiziraju dobitak. Negativan dobitak je gubitak

Definicija 3.1.1: Igra sa konstantnom sumoja igra u kojoj je bez obzira na strategije zbir
dobitaka oba igraa uvek jednak.

Specijalan slugj igara sa konstantnom sumom igue nulte sumgkod kojih je zbir
dobitaka igraa jednak nuli. U tom slaju dobitak jednog igra predstavlja gubitak drugog
igra a. Kod ovih igara umesto urenih parova u tablicama piSe se samo plam tog para, on
predstavlja dobitak igra 1 i automatski gubitak igra 2.

U nastavku je dat primer matne igre gde jeC matrica plaanja, C # Vektor
je skup strategija igra 1, pri emu podrazumeva da igrdl birai-tu vrstu

matrice plaanjaC. Vektor9 9 9 je skup strategija igra 2, gde© podrazumeva da

igra 2 bira j-tu kolonu matrice plaanjaC.

Funkcija6 9 predstavlja vrednost igre ako igra odigra strategiju a igra 2 strategiju

9.

Vrednost igre6i 9 & ! 1( K ! e dalje biti predstavljana kad®
& ! 1 K ! za koje va i

6 6 9 i j E ako je bimatrina igra u pitanju ili

6 6 9 ako je u pitanju igra nulte sume.

Dakle, matrica plaanjaC ima sledei oblik

9 9 9
6 6 6
) ) p r p )
6 — 6
) ) p ) p r
6 6 6




Ako igra 1 odigra strategiju a igra 2 strategiju9 tada je rezultat igre
-» [ ® -@,0de( predstavlja dobitak iga 1, a dobitak igaa 2. U sluaju da je ovo
igra nulte sume tada dobitak jednog igraipravo predstavlja gubitak drugog, tj. vai
pa rezultat igre mo e biti predstavljen kad =( (, -( ) ili u jednodimenzionalnoj formi
6 # Matrica plaanja ove igre je

9 9 9
I ) p ) P )
fe
) ) p r p )
tj. -
C ° N p Nz
F

Sve igre konstantne sume se lako mogu svestiraanigte sume.

3.2 Predstavljanje igara

Sve igre se mogu predstaviti na tri raitéi naina, kao igre u ekstenzivnoj formi, kao
igre u normalnoj formi i kao igre u obliku karakisgr ne funkcije. Na koji nan e se predstauviti
igra zavisi od prirode problema. U nastavku su gréne igre nulte sume u ekstenzivnoj i
normalnoj formi.

Igra u ekstenzivnoj formi

Svaku situaciju karakteriSe odgovarauraspolo ivost informacija, kao i precizna
procedura odvijanja igranja. Neophodno je da sgijtargre koje e odra avati tok igre kao i
njenu informacionu strukturu. U ovakvim situacijakaiste se igre u ektenzivnoj formi koje se
predstavljaju u obliku drveta. Drvo predstavlja gkworova i grana povezanih na odgovaraju
na in. Svaka grana predstavlja jednu raspolo ivu akeg igraa koji donosi odluku u tomvoru




odlu ivanja, dok vor, ukoliko nije krajnji vor igre, predstavlja poziciju u igri gde jedan od
igra a mora da donese odluku (tj. rezultat toka igreldi® etape). Petna taka igre se naziva
koren ili inicijalni vor. vorovi kojima se igra zavrSava zovu se krajnjiédiminalni vorovi i
esto se njihove vrednosti ozra&aju kao rezultat igre.

Da bi se uspesno prikazale igre u ekstenzivnoj fonoraju biti ispunjeni slede uslovi:

1. Nije dozvoljena cirkularnost, Sto znala se ne sme dogoditi situacija kao na slici 5.
1

Slika 5
U ovom primeru je nemoguutvrditi po etni vor, kao ni terminalnevorove igre.
2. Nije dozvoljena viSestrukost, Sto zmada do svakog vora odluivanja, koji nije

inicijalni mo e da vodi najviSe jedna grana, a reokna slici 6 gde dovora A vode
dve grane tj. dovora A se mo e stiliz vorova B i C.

Slika 6




3. Nije dozvoljena odvojenost strategija kao Sto vidima slici 7. Ovaj grafik ne
predstavlja igru u obliku drveta, tj. ove dve igiisu deo jedne igre.
A E

Slika 7
Igra u normalnoj formi

Kod ovih igara naglasak nije na proceduralnosiku igre, niti na njenim informacionim
aspektima, kao u ranijem shju. Bitna stavka je da igrau isto vreme donose odluke. Oni ne
moraju da donesu odluke bas u isto vreme, ali bhudln nemaju moguwost da saznaju kako je
odigrao njihov protivnik, izgleda kao da se odlud@nose istovremeno. Ovaj oblik se &g e
primenjuje u sluajevima kad u igri uestvuje dva igraa. U ovakvom nanu prikazivanja igara
data je matrica u kojoj vrste predstavljaju raspeéakcije prvog igraa, a kolone akcije drugog
igra a. Svaki od igraa ima na raspolaganju oden broj strategija. Sve raspolo ive akcije
jednog igraa ine njegov strategijski skup. Ovde je naveden prilgee nulte sume u normalnoj
formi

Obrazlo enje: ako igral bira strategiju L, a igra2 bira strategiju |, tadae igra 1 ostvariti
dobitak 3, a igra2 dobitak -3, tj. gubitak 3.

Ova igra se mo e predstaviti i u ekstenzivnoj formai sledel na in (slika 8)




Slika 8

Igra 1 kre e iz inicijalnog vora i ima na raspolaganju dve strategije L i Bomm jedne od
njih dolazi se do sledeg vora, u kome je na potezu igrd. On ne zna izbor igra 1 (igra je
istovremena, pa sworovi odlu ivanja igraa 2 obele eni sivo) tako da mora doneti odluku za
svaki vor.

3.3 ReSavanje igara

Neki tipovi igara omoguavaju lakSe pronala enje reSenja, a samim tim i stépen
predvidivosti. U teoriji igara se razlikuju mnogeste igara i postoji mnostvo raatih na ina
reSavanja, koji se uglavnom izvode za jednostavgije. U nastavkue biti predstavljena neki
karakteristini na ini reSavanja.

3.3.1 Eliminacija dominiranih strateqija

Koncept dominacije predstavlja tra enje odgovoea pitanje koje strategije racionalan
igra nikad nee odigrati. Kae se da strategija kitoj vrsti matrice plaanja dominira nad
strategijom u-toj vrsti ako je g ) (za svakg. Striktna dominacija je definisana(sa |
za svakg. Strategija Wk-toj vrsti jedominiraju a, a strategija u-toj vrsti jedominirana Sli no
vai i za kolone. Igra 1 nema interesa da igra dominiranu strategiju,ner odgovarajua
dominiraju a strategija donosi bolji ili u najgorem séju isti dobitak, dok igra2 nema interesa
da odigra dominirajw strategiju, jer eli da minimizira gubitak. Uklgmjem dominirane
strategije mo e se desiti da bude uklonjena i nett@ptimalnih strategija, matim ako doe do
ovog sluaja to znai da postoji viSe optimalnih strategija u igri, iggrno ostaje bar jedna.
Ovakvim postupkom u nekim slajevima mogue je doi ak i do konanog reSenja igre
uklanjanjem nepo eljnih strategija sve dok ne ostpo jedna za oba igra




Najpre e biti predstavljena primena ovog koncepta na pngre nulte sume.

U igrama nulte sume dobitg&dnog igraa predstavlja gubitak drugog igea Sledea
matrica igre predstavlja igru nulte sume.

E a
6 9
c 4
a 7 10

Potrebno je imati u vidu da igrdl ije su strategije  g(/( g nastoji da ostvari maksimalan
dobitak u ovoj igri, s druge strane igra ije su strategije  g(/( gnastoji da minimizira svoj
gubitak. Svaki igrapolazi od toga da je njegov protivnik racionalatai e igrati tako da za sebe
ostvari najbolji mogui rezultat. Igra 1 uporeuju i strategije i g mo e da zakljui da mu
strategija donosi vei dobitak (lako se proverava: 7 > 5, 6 > 4, 9 >8B)ovom sluaju je
strategija g dominirana strategijom tj. je dominantna u odnosu na strategijg#
Eliminacijom strategije g nastaje sleda tabela

E a
6 9
a 8 7 10

Ako igra 2 analizira tabelu, njegova logika je obrnuta. @stoji da minimizira svoj gubitak.
Ukoliko posmatra raspolo ive strategijez i gjasno je da mu strategijae donosi manji
gubitak u odnosu na strategijysbez obzira koju strategiju odigrao igrd. Strategija gje
dominirana strategijomg, tako da se igra redukuje na sladeblik

Sa stanoviSta igra 1, strategija je dominirana stategijomgi shodno tome nova tabela
dobija naredni oblik




Sledei na potezu je igra2 ija je situacija krajnje jednostavna pa se tak@ziatio tabele

Ovaj oblik predstavlja i konao reSenje igre jer skupovi strategija oba igraadr e po jedan
element, tj. mogunost izbora, a samim tim i neizvesnost viSe negpoftostavlja se pitanje Sta
je ravnote a igre,ekvilibrijum, a Sta ravnote ni rezultat. U ovom primeru ravnoteigre
predstavljaju raspolo ive strategijegi g#Kombinacija ravnote nih strategija dovodi do
ravnote nog rezultata igre. Na ovaj postupak bb#le da raunaju igrai tako Sto bi igra 1
trebalo da eliminiSe dominirane strategije igr&, a igra 2 dominirane strategije igra 1.

Na sledeem primeru igre promenljive opSte sume prikazakgecept dominiranih strategija.
Kao Sto je reeno, igre promenljive sume su one igre u kojima gavisnosti od strategija igra

ostvaruju razliite vrednosti igre.

Neka je data igra predstavljena tabelom

Levo Sredina Desno
Gore (1,0) 1,2) 0,1
Dole (0,3) (0,2) (2,0)

Parovi unutar elija ove tabele isplate igre ozmaaju dobitak prvog i drugog igra, jer sad

dobitak jednog igraa nije jednak gubitku drugog. Tako npr. kombinacjare-Levo donosi

igra u 1 dobitak od 1, a igra 2 dobitak 0.

Data tabela je rakanjena na dve tabele, tako Sto prva predstaydjate igraa 1, a druga isplate
igra a 2.

Levo Sredina Desno
Gore 1 1 0
Dole 0 0 2




Za igraa 1 ne postoje dominantna i dominirana stratedigk, igra 2 ako je racionalan ne
odigrati strategiju Desno, jer je ona dominiranadmosu na strategiju Sredina. Nova tabela je

Levo Sredina Desno
Gore 0 2 1
Dole 3 1 0
Igra 2

oblika
Levo Sredina
Gore (1,0) (1,2)
Dole (0,3) (0,1)

Sada se menja situacija i za igadl. Njemu je strategija Gore bolja od strategieD Shodno
tome, on ukoliko je racionalan reodigrati strategiju Dole. Tako se dobija noJzeta

Levo

Sredina

Gore

(1,0)

(1,2)

Daljom analizom iz pozicije igra 2, strategija Sredina dominira nad strategijowolL&ako da
sledea tabela ima oblik

Sredina
Gore (1,2)

Ovo je zapravo i konao reSenje pcaetne igre ili ravnote ni rezultat igre. Eliminacijo
dominiranih strategija, svakom igraostaje na raspolaganju samo jedna strategijaseo@ziva
ravnote nom strategijom.

Pored ovog koncepta postoji postupak eliminacigb® dominiranih strategija. Ako
postoji bar jedna isplata u dominiranoj stratekyjja je jednaka isplati u dominantnoj strategiji,
re je oslaboj dominaciji To je prikazano na sledem primeru.




Neka je data igra

Levo Desno
Gore 0,2) (0,2)
Dole (-1,-1) (1,1)

Strategije igraa 2 su Levo i Desno. Obe strategije igr& donose istu isplatu ako igra odigra
strategiju Gore, mautim ako igra 1 odigra suprotno, igra 2 je isplativija strategija Desno
(-1 <1). Strategija Desno slabo dominira straygilLevo i sledea tabela je

Desno
Gore (0,2)
Dole (1,2)

Primenom striktne dominacije za igeal dolazi se do konaog reSenja

Desno
Dole (1,2)

Kako se tema ovog rada bazira na igrama nulte swkwoeé, kojih dobitak jednog igra
predstavlja gubitak drugog, u nastavku izlagangeakt e biti upravo na ovim igrama.

3.3.2 Fon Nojmanovo resenje

Fon Nojmanovo reSenje predstavlja jedno od reSemjapsti sluaj. Re je o rezultatu
koji je me u najpoznatijima u teoriji igara. Ovo reSenje zaprpodrazumeva totalnu zastitu od
rizika za oba igraa. Svaki igra vode i se ovim reSenjem bira onu strategiju koja mu omaga
maksimalni od svih minimalnih dobitaka svake s@gég tj. igra zna svoj siguran dobitak Kkoji
se ne mo e smanijiti uticajem suparnika, veprotiv mo e samo da se ue U nastavku sledi
prikaz kako se dolazi do ovog reSenjastim i meSovitim strategijama.

Posmatra se matrica pknja

C ° N p Nx#




Ako igra 1 odigra strategiju tada je njegov siguran dobitak jednak minimumthsvi
dobitaka date vrste tj.
10 (K1 (#

Igra 1 je racionalan, pa maksimiziranjem sigurnih dakat po vrstama ostvarugnju granicu
vrednosti igre

Y{ (& * (1#

Strategija koja obezbeje nala enje donje granice igre naziva se maksstriztegija.

Ako igra 2 odigra strategij@ tada je njegov siguran gubitak jednak maksimumib sv
dobitaka date kolone
VoY (CCCCCCCC(& r (1#
Minimiziranjem sigurnih gubitaka po kolonama igi&aostvarujegornju granicu vrednosti igre

L I (L i

Uvek va i nejednakost
\
tj. donja granica vrednosti igre je uvek manjajédnaka od gornje granice vrednosti igre,
odnosno za bilo kojeli 2 vai

0 & m Y[ o#

Ukoliko va i
\
tada postoji sedlasta ta igre i njena vrednost je tj. \# Optimalna vrednost igre se nalazi u
sedlastoj taki i za oba igraa ako su racionalni, optimalno je da biraju striggekoje definiSu
sedlastu taku.

Najjednostavniji sluaj matri nih igara nulte sume su maitme igre koje poseduju
sedlastu taku. Ako postoji element  u matrici plaanjaC sa osobinom

1) je minimalni element wtoj vrsti matriceC
2) je maksimalni element g+toj koloni matrice plaanjaC,
tadaje sedlasta t&a matrice plaanja,

Y{ ./0 10 .Y sa,




Primer igre nulte sume predstavljen je slexe tabelom

Levo Centar Desno
Gore 8 1 6
Sredina 9 -2 -8
Dole -6 -4 8

Svaki igra ima potpune informacije o raspolo ivim strategijajrkako svojim tako i
svoga protivnika — ali isto tako zna i rezultatgi knogu da nastupe kombinacijom razih
izabranih strategija. To zniada svaki igra jasno razlikuje koji mu je rezultat povoljniji od
drugog i takvog se stava pri svom izboru doslovndr@ava. Fon Nojman je ponudio slede
reSenje rukovode se kriterijumom opreznosti ili kriterijumom pesima. Prvi igra nastoji da
osigura dobitak koji ne zavisi od akcije njegovagtwnika (ako bi birao strategiju Gore siguran
dobitak je 1). Igra 1 tra i najmaniji broj u svakoj vrsti ove tabeldép Znai da dobija reSenja 1,
-8 1 -6. On e birati strategiju koja mu obezhge maksimalni od ovih minimalnih dobitaka, to je
strategija Gore. Minimalan siguran dobitak iznasDYaj rezultat prikazan je tabelom

Levo Centar Desno| | M |n

Gore 8 1 6 :_L """"
Sredina 9 2 8 | 8 |
Dole -6 4 g | -6 """

PonaSanje igra 2 sledi istu logiku s tim Sto on eli da minimiaisiguran gubitak. Dolazi do
reSenja tra el maksimum po kolonama, tj. dobija 9, 1, 8. Minima&njem gubitka dolazi do
resenja 1, Sto je predstavljeno slaeuta tabelom

Levo Centar Desno
Gore 8 1 6
Sredina 9 -2 -8
Dole -6 -4 8
Max 9 1 8

Zaklju ak je da je konano reSenje ove igre ravnote ni paistih strategija Gore-Centar, a
ravnote ni rezultat igre je 1. To je iznos dobitigga a 1, a istovremeno iznos gubitka igae2.




Za ovakve igre, kod kojih se reSenje mo e pronaa predstavljeni nan, ka e se da imaju
sedlastu t&ku. Ovakva strategija se naziva ,maxmin“ odnosnanmax” strategija. Logika
ovakvih igara je da svaki igraeli da se osigura. Fon Nojman je dokazao da wkewm tipu
igre postoji neka garantovana vrednost koja neszad akcija drugog igra.

Veliki broj matri nih igara ne poseduje sedlastukia Ukoliko igre nemaju sedlastu
ta ku, Fon Nojman je dokazao da i u ovim igrama posédenje igre, ali u takozvanom prostoru
meSovitih strategija. Pretpostavlja se da se igmaaplja viSe puta i postavlja se pitanje koliko
puta treba igrati koju strategiju tako da se osguraksimalni oekivani dobitak, odnosno
minimalni o ekivani gubitak. ReSenje treba tra iti u meSovistnategijama koje ukljwju izbor

istih strategija sa odrenom verovatnam.

Teorema 3.3.2.1 (minmaks teorema)Za svaku konanu igru dve strane sa nultom sumom
vai:

1) Postoji realni brop koji se naziva vrednost igre.

2) Postoji meSovita strategija za igeal koja mu osigurava najvieo ekivani minimalni
dobitak jednak vrednosti igre, bez obzira koju nvésicstrategiju igra igra2.

3) Postoji meSovita strategija za igea 2 koja mu osigurava najmanji ekivani
maksimalni gubitak jednak vrednosti igre, bez abZpju meSovitu strategiju igra
igra 1.

4) Bilo koja matrina igra sa matricom planjaCima sedlastu t&u u prostoru
mesSovitih strategija, tj. postoje vektori verovatao i ©takvi da je

Y{ /0 "*CO .0 .Y{ "*CO D#

Za igru ka emo da jéer ukoliko jeD . Ako jeD [ tada je na dobitku igral tj. na gubitku
jeigra 2, a ako jD P tada je na dobitku igra2 tj. na gubitku je igral.

Vektor™ predstavlja verovatna izbora strategija igra 1

(
y e !

%
gde” ,& ! (1 predstavlja uestalost sa kojom igrél igra istu strategiju .

Vektor © predstavlja verovatna izbora strategija igra 2
© © (©

©) '© !
%
gde®© ,K ! ( predstavlja uestalost sa kojom igre& igra istu strategijo .




O ekivani rezultat igraa 1, koji igra meSovitu strategiju datu vektorgmkada igra 2
igra istu strategijd je

%

O ekivani rezultat igraa 2, koji igra meSovitu strategiju datu vektorggkada igra 1
igra istu strategiju , je

1 © 4
%

O ekivani rezultat igre u opStem shju kada igra 1 igra meSovitu strategiju datu
vektorompiigra 2 igra meSovitu strategiju datu vektoroyje

“eCcO © #
% %

Sledea tabela opisuje igru nulte sume dva igraAko se postupi po reSenju koje je
predlo io Fon Nojman vidi se da ova igra nema odgaju e reSenje u prostorustih strategija.

Minimalne vrednosti po vrstama iznose 1 i 2, a smaklne vrednosti po kolonama tabele
iznose 3 i 4. Ne postoji takva kombinacijstih strategija igraa 1 i igraa 2 koja ispunjava
zahtev da su te strategije medjusobno najbolji edgo Dakle, igra nema reSenje u prostoru

istih strategija. Stoga se reSenja ove igre traerugi nain, tj. u prostoru mesovitih strategija.
Zapravo treba izrainati verovatnoe kojima e igrai birati svoje strategije, ali tako da budu
zadovoljeni odreeni uslovi. Pretpostavka je da igra 1 birati strategiju L sa verovatnam p,
a strategiju R sa komplementarnom verovabmo 1-p. Raspodela verovatne igraa 1 mo e
biti predstavljena narednom tabelom




Tabela za igraa 1 ima slede oblik

I r
L 3p 1p
R 2(1-p) 4(1-p)

Ukoliko igra 2 bira strategiju | tada je ekivani dobitak za igraa 1
3p+2(1-p),

Sto predstavlja zbir iznosa isplate igre pomno emvim verovatnoama. Ukoliko igra 2 izabere
strategiju r, tada je ekivani dobitak igraa 1

1p+4(1-p).

Budu i daigra 1 ne zna kakoe odigrati igra 2, on nastoji da se osigura i da mu vrednost koju
e ostvariti u igri ne zavisi od toga kako se ponmga 2. Da bi igra 1 bio indiferentan
(ravnodusan), eekivani dobitak u oba slaja mora biti

3p+2(1-p) = 1p+4(1-p).

Kada se ova jednaa reSi pop vidi se da je ona zadovoljena A Ukoliko igra 1 sa ovom
verovatnoom bira strategiju L i sa verovatram = strategiju R tada je njegov ekivani

dobitak u igri < .
Analogno, da bi igra2 bio indiferentan treba da va i
39+1(1-q) = 2q+4(1-0).

ReSenje ove jednme je®© .EE. Ako igra 2 sa ovom verovatnom bira strategiju | i sa

verovatnoom - bira strategiju r tada je njegovekivani gubital(é. Dakle, kako je reo igri

nulte sume cekivani dobitak igraa 1 je jednak aekivanom gubitku igraa 2. Bitno je takoe
imati u vidu da su ova dva skupa meSovitih strgegiravnote i. To zna da nijedan igra ne
mo e da poboljSa svoju poziciju promenom ove stggde ukoliko se drugi igrapridr ava svoje.
Ako se radi o igrama gde igliamaju na raspolaganju viSe od dve strategije tek@ mogue
do i do reSenja, a o tome viSe biti rei u nastavku.




3.3.3 Nesinqularne matrine igre

Ako je matrica plaanja nesingularna, rezultat za mate igre dimenzij@ x 2 se mo e
uopstiti i za igre dimenzijanx n.

Kao Sto je napomenuto meSovita strategija za &taizra ena je vektorom verovatre

%

gde” predstavlja verovatno tj. u estalost pri ponavljanju igre kojom igral igra istu

strategiju ,& ! 1# Sli no, za igraa 2 meSovita strategija je
© © ¢ ©
'© !
%
gde © predstavlja uestalost sa kojom igr& igra istu strategijl® K ! #

O ekivani rezultat igraa 1 kada igra meSovitu strategiju vektorgmako igra 2 igra
istu strategij® je

%
gde (predstavlja isplatu ako igrd odigra strategiju , a igra 2 odigra strategij # Sli no,

o ekivani rezultat za igra 2 kada igra meSovitu strategiju vektorgmako igra 1 igra istu
strategiju je

'‘© #
%

U opStem sluaju, ako igra 1 igra mesSovitu strategijp, a igra 2 meSovitu strategijq,
o ekivani rezultat igre je

“rCcO © #
% %




Ukoliko igra 1 igra optimalnu meSovitu strategijd onda e njegov oekivani rezultat biti
najmanje jednak optimalnoj vrednosti idd&( bez obzira na strategiju igm2, tj. va i

4 YDA Y@ZRYTV(K 13 #
%

Analogno vaii za igraa 2 kad igra optimalnu strategigf, tj. va i

'© 4 D4 YEZRYTV(& '3 1#
%

Na osnovu prikazanih zakonitosti sletdorema ekvilibrijuma strategija (Snou-Seplijeva
teorema)

Teorema 3.3.3.1:Neka je data igra sa matricom @ajaC dimenzijam x n, gde igra 1 ima
optimalnu me3ovitu strategiju definisanu vektorofna igra 2 vektoromc#. Tada je

4 DA YERYTVK( Y(TVYSEHMO©
%

'© 4 D* YEZRYTV(&( Y(TVyS({ys(’
%

Ova teorema mo e se Kkoristiti u reSavanju igaraefimja m x n sa nesingularnom
matricom plaanjaC. Ako igra 1 igra optimalnu me3ovitu strategijd iji je svaki elemenat
pozitivan, tada iz teoreme ekvilibrijuma sledi dptimalna me3ovita strategijét igra a 2
zadovoljava sledel jednakost

'© 4 D% Y& '3 1#
%

Ovaj izraz se drugge mo e zapisati na sledena in
Cd D4

gde je < jedini ni vektor kolona dimenzija. Vrednost igred* ne sme biti jednaka nuli, jer bi
tada matricaC bila singularna. Sada se reSava data jeédagoCt

S C9D<#

Optimalna vrednost igr®* se odreuje iz uslova< € ! jer je suma verovatna
jednaka jedinici, gde j€ transponovani jednni vektor kolona.
Mno e i prethodnu jednanu sa leve strane s& dobija se




| D 4 CY <

2 < Cl <

iz ega sledi da je optimalna strategigd oblika

Cl <
< Cl <

cf

Na analogan nén dobija se optimalna strategijd, u sluaju da je svaki elemenat
optimalne me3ovite strategi@ ve i od nule i ona je oblika

., <C
< CA <

Pokazani postupak je direktno primenljiv samo u & kada je kvadratna matrica igre
nesingularna. Meutim, singularnost se lako mo e izbedodavanjem odreene konstante
svakom elementu matrice. Tako se optimalna stjatégjia a nee menjati, a vrednost igre se
uve ava za tu konstantu. Sled@rimer predstavlja ilustraciju postupka.

Primer 3.3.3.1 Data je tabela planja u igri dva igraa

A B C
a 0 1 -2
b 1 -2 3

-2 3 -4

Matrica igre je singularna tako da se gornji poakupe mo e direktno primeniti. Ako se

svakom elementu ove matrice doda jedinica, onaamostesingularna i pogodna za primenu
prethodno steenog saznanja.

A B C
a 1 2 -1
b 2 -1 4
c -1 4 -3

Primenom postupka tra enja inverzne matrice za dadtricu dobija se
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pa je vrednost ove modifikovane igre

DY — !

< CY <

a vrednost pcetne igre je
D* !

Vrednosti optimalnih mesSovitih strategija su

L 2G0T
<CT< Db3b
zaigraali
Cl < P
¢ @< "b3b
zaigraa 2.

Efikasnost ovakvog n&na reSavanja mesovitih igara posebno dolazi doapa kada su
u pitanju neke specijalne klase igara kao Sto suigpe ija je matrica plaanja dijagonalna ili
trougaona. Treba matim napomenuti da u slaju igre sa trougaonom matricom @aja
navedeni postupak ne garantuje u opStemaglunenegativnost vektomai g, pa to mo e biti
problem.

Neka je data matma igra sa dijagonalnom matricom @aja

<

C M O#

N

<

F
< E F
N N p

F

Pretpostavka je da su svi dijagonalni elementitporic [ & ! ### 1 ,tadaje

"¢« D& ! 1

D
— & ! 1#
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Sumiranjem prethodnih jednaa dobija se




D i (#
Sli no zaigraa 2 va i
D
© —K ! #
<
Ukoliko je matrica plaanja trougaona
e F
F {E
EE 1
MMy N p NO
F

tada se dobijaju slede jednaine za igraa 2
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Iz poslednje jednane se dobija vrednost & u zavisnosti od a ubacivanjem ove jednae u
prethodnu dobija se vrednost @a u zavisnosti oi tako dalje sve dok se ne dobiju sve
vrednosti vektor® © © u zavisnosti o#z uslova da je suma verovat@ojednaka

jedinici dobija se vrednost igi& a samim tim i vrednosti verovatreigra a 2. Slian postupak
se vrsiizaigraa 1.




3.3.4 Grafi ko reSavanje mesovitih matri nih igara

Grafi ki na in reSavanja moge je primeniti samo na igre gde bar jedan od @ima na
raspolaganju dva izbora. Ovakve igre su predstaglfabelama sa dve vrste ili dve kolone, dakle
u pitanju su igre dimenzijgx nili mx 2.

Kao primer, data je slede tabela

A B C D
a 3 1 5
b 4 1 6 0

Igra 1 igra svoju mesSovitu strategiju tako Sto prvuwigra sa verovatnemp, a drugu
sa verovatnoom 1. Ako igra 2 odigra prvu kolonu, tada je za igaal oekivani rezultat
2p+4(1-p) Za ostale izbore igra 2, oekivani rezultati igraa 1 bi e 3p+(1-p), p+6(1-p)i 5p.
Dobijaju se etiri linearne funkcije pg za” " ! ». Za fiksnu vrednosp, igra 1 ostvaruje
o ekivani rezultat koji je jednak minimalnoj vredniosbja se dobije kad se za daidzra unaju

etiri linearne funkcije. Ove etiri funkcije su grafiki prikazane na slici 9, a navedene
minimalne vrednosti su prikazane na obvojnici, kejaa grafiku predstavljena debljom linijom.

!
Y
1

Slika 9




Interes igraa 1 je da maksimizira svoj ekivani rezultat, tako dae on birati on@ koje
odgovara maksimalnoj vrednosti na obvojnici. U ovsionaju ta vrednost j€ 4:_Z . O ekivani

rezultat za igrea 1 je — sa optimalnom meSovitom strategijgl_%'lsl. Ako se gleda peetna
matrica plaanja, optimalna mesovita strategija za igra je,é 5 azaigraa? je, Z E 1,

Sli nim postupkom reSavaju se i igre formatax 2, u kojima dakle igra2 ima na
raspolaganju dve strategije

)
oOlr|R| >

B
5
4
2

Neka jeq verovatnoa sa kojom igra 2 igra prvu kolonu, odnosno dverovatnoa
igranja druge kolone. @kivani rezultat igraa 2 za tri strategije koje su na raspolaganju igda
je respektivnolg+5(1-q) 49+4(1-q) i 6g+2(1-q). Za fiksnu vrednosig igra 2 e sigurno
ostvariti o ekivani rezultat koji se nalazi kao maksimalna west kad se za datpizra unaju
ove tri linearne funkcije. Navedene maksimalne mo=ti se nalaze na obvojnici predstavljenoj
na slici 10.
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Zaklju ak je daq koje daje minimalnu od ovih maksimalnih vrednogti u zatvorenom
intervalu— E—Ldaje eljenu minimalnu vrednost igre 4.

3.4 NeSov ekvilibrijum

Zaklju ci do kojih je doSao D on Ne$ napravivsi bitan pdmareSavanju igara, a samim
tim i veliki napredak u ekonomiji, imaju veliku a u igrama sa promenljivom, tj. opStom
sumom. Put do NeSovog ekvilibrijuma podrazumevaradno ponasanje svih esnika igre, Sto
zapravo zna da svaki igra eli da odigra Sto bolje za sebe u datoj situa€akle, do NeSovog
ekvilibrijuma se dolazi analizom strategija racimg igraa u svakom od poteza njegovog
suparnika. Ta&ka u kojoj su strategije oba igia racionalne naziva se NeSov ekvilibrijum.
Drugim re ima NeSov ekvilibrijum je takav izbor strategija dijedan igra nema interes da od
njega odstupi. Jednostrano odstupanje ma kogagvd NeSovog ekvilibrijuma dovodi do toga
da taj igra ostvaruje loSiji rezultat. U tom smislu NeSov dirijum definiSe optimalne
strategije za sve igra. Dakle, kod igara nulte sume u prostonstih strategija NeSov
ekvilibrijum je u stvari sedlasta tka, a u prostoru mesSovitih strategija on se poklapa
minmaks ekvilibrijumom.

Radi lakSeg razumevanja, NeSov ekvilibrijum je tlogan sledeim primerom bimatrine igre
dvaigraa, tj. igre dva igraa sa promenljivom sumom. Data je matrica

M N
(6,4) (5,3)
4,2) (3,1)

Ako igra 2 odigra strategiju M, agledno je da je za igra 1 isplativije da odigra L ( 6 > 4).
Ako pak igra 2 odigra strategiju N, za igra 1 je takoe isplativija strategija L (5 > 3).
Racionalne strategije igra 1 su podviene u sledej tabeli

M N
(6.4) (53)
(4,2) (3.1)

Ako igra 1 odigra strategiju L, igra2 e birati strategiju
igra 2 e birati strategiju M. Racionalne strategije i@ su podviene u narednoj tabeli

M, a ako igrdal odigra strategiju R,




M N
(6.4) (5.3)
(4.9 3.1)

M N
(6.4 (5:3)
(4.2 (3.1)

Spajanjem ovih tabela dolazi se doki (ta aka) ekvilibrijuma ako ona postoji

Ta ka (6,4) predstavlja uzajamno najbolja reSenja za oba &rizborom strategije L igra 1 i
strategije M od strane igra 2 dolazi se do NeSovog ekvilibrijuma.

Do ovog reSenja moglo se da metodom eliminacije dominiranih strategija. it je
ista i da reSenje koje se dobija eliminacijom dominirastrategija predstavlja NeSovo reSenje
igre, dok obrnuto ne mora da va i. NeSov kriterijygrobuhvatniji od kriterijjuma dominacije, Sto
se vidi na sledeem primeru.

Primer 3.4.1 Data je bimatrina igra

Levo Sredina Desno
Gore (0,4) (4,0) (5,3)
Centar (4,0) (0,4) (5,3)
Dole (3,5) (3,5) (6,6)

Primena kriterijuma dominacije nije od Koristi @& &nju reSenja ove igre, metim primena
NesSovog kriterijuma daje reSenje sa ravnote nigul@atom igre(6,6).

Osnovni cilj reSavanja igara je oslolaaje od rizika Sto je najbolje ilustrovano reSeijim
koja je ponudio Fon Nojman. Ova reSenja su pesirket tj. uopSte se ne analizira strategija
protivnika i svaki njegov potez smatra se raciomalnNaime, igra 1 rauna da e njegov
protivnik, tj. igra 2 odigrati basS onaj potez koji igtal najmanje odgovara. Ovo tenje jeste
ta no u igrama nulte sume, mgim u bimatri nim igrama ovo pravilo ne mora da vai. D on
Nes tvrdi da racionalan igranikad nee odigrati onu strategiju koja mu manje odgovaraki®
analizom strategija protivnika mo e se dalo zaklju ka koje strategije racionalan igrae e
odigrati. Efikasnost ovog postupka pokazana jele@desem primeru. Neka je data matrica




M N
L (2,0) (2,2)
R (-1000,1) 4,2)

ReSavanjem igre minmaks kriterijumom, tj. obezbanjem sigurnog dobitka bez obzira
na ponaSanje druge strane dobija se isplata ig®). (Rklanjanjem rizika igral e odigrati
strategiju L, a igra2 strategiju N.

Primenom NeSovog kriterijuma ravnote a se dostiga ki (4,2), tj. ukoliko igra 1
odigra strategiju R , a igr& strategiju N.

Uo ava se da je NeSov kriterijum doneo ivéobitak igrau 1.




4 Linearno programiranje I igre nulte sume

Postoje razne tehnike za reSavanje igara nulte .siele od njih su opisane u ranijem
izlaganju i mogu se primeniti samo pri reSavanjteoenih tipova igara.

U ovom poglavlju predstavljena je primena linearrmggramiranja u reSavanju igara
nulte sume. Ekvivalencija minmaks teoreme u teaygra i teoreme jake dualnosti u linearnom
programiranju je znajan korak u reSavanju igara nulte sume. lako gew@za izmeu linearnog
programiranja i teorije igara izlo ena jo$ sredingmoSlog veka, dokaz ekvivalencije ove dve
teoreme kompletiran je tek nedavno.

Svaka igra nulte sume mo e se svesti na problemalimog programiranja i obrnuto.
Svo enje igre nulte sume na problem linearnog programaromoguava da se poma teoreme
jake dualnosti izvede dokaz minmaks teoreme. Bn@ problema linearnog programiranja i
njegovog duala na igre nulte sume prvi je predst®antzig u svom radlde joS 1951. godine.
Cilj njegovog rada bio je dokazivanje ekvivalenaignmaks teoreme igre nulte sume i teoreme
jake dualnosti u linearnom programiranju. M&m, Dantzig je istakao da postoji jedan sluza
koji izvo enje dokaza teoreme jake dualnosti na osnovu misrtegkeme nije kompletno. Ovaj
nedostatak upotpunjen je u radu#

Najpre e biti pokazno kako se igra nulte sume prevodi mablpm linearnog
programiranja.

Neka je data igra nulte sume predstavljena matriplznanjaC

ije se reSenje mo e nau skupu mesovitih strategija. Sa stanoviSta igrh potrebno je odrediti
njegovu mesovitu strategiju " ( tako da osigura maksimalan mogualobitak bez
obzira na izbor strategije igra 2.
Ako igra 1 igra meSovitu strategijp, a igra 2 igra istu strategij® tada je oekivani
dobitak igraa 1

%

U najgorem sluaju dobitak igraa 1 je./O "°C. Igra 1 je racionalan i eli da maksimizira
svoj dobitak igrajui me3ovitu strategiju'* ( (.Y{ /O "°C koja mu obezbaije
maksimalni od svih minimalnih dobitaka, tj. dajenmiaks vrednost igre. Problem maksimizacije
igra a 1 je oblika

D A I N O (G o A ((((CCC(C It

%




Funkcija cilla ovog problema nije linearna jer jefidisana pomau operatora minimuma.
Me utim uvo enjem nove promenljive koja predstavlja vrednost igre ovaj problem se mo e
pretvoriti u problem linearnog programiranja. Pogd ./0 “°C dobija se ekvivalentan
problem linearnog programiranja oblika
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Analogno, ako igra2 igra meSovitu strategi@ © ©  aigra 1 odigra istu strategiju
(dobija se oekivani gubitak igraa 2

Co '© #
%

Igra 2 ograniava svoj gubitak say{ C®©. On eli da minimizira svoj gubitak igraju
strategiju®® (./0 - .Y{ COkoja daje minmaks vrednost igre.

Problem minimizacije igra 2 je

o 8y{co? (e !({((®e)

%

i on se mo e prevesti na ekvivalentan problem Imeg programiranja oblika

e
D)cCo& ! (1
©) KT«

'© I#
%

Linearni programis4, i 8., sudualni jedan drugom i za njih va i teorema jake ldioati,
a njena direktna posledica je minmaks teorema.

Teorema 4.1:Za igru nulte sume sa datom matricom plgaC, postojep i q takvi da jep
dopustivo reSenje problenia, i q je dopustivo reSenj8.,, a vrednost igre D " CO#
Vektoripi q su optimalne strategije igra.




Teorema 4.2%2: Za igru nulte sume sa matricay sa dopustivim reSenjinfazaYs, i q za8,,

zajednika vrednost igre jeD " "CO ako i samo ako su

komplementarnosti.
Dokaz:

PoStojeD " *CO $ ~ © sledi
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Ako su ispunjeni uslovi slabe komplementarnostatped
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pa je ispunjen uslov komplementarnosti
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Ovim je dokazano da je minmaks teorema posledma&tee jake dualnosti.

Kao Sto je pomenuto svenje primalnog problema i njegovog duala na igrliensume
prvi put je prikazao Dantzig u svom rattis#
Neka je dat problem linarnog programiranja

P: (4w 6 -.Y{(
=A
9 ,
)
6 9 h
i njegov dual
D: + 9 -./0(
e =A
)6
) (
6 9 ).

Za dati par zadataka konstruiSe se sime#rigra nulte sume sa optimalnim strategijama kaje
ujedno reSenja ovih problema linearnog programaran]

Definicija 4.1: Igra nulte sume dva igra se zovesimetri na ako za matricu planjaM va i
M=-m".

Definicija 4.2: Igra nulte sume dva igra je fer ako je vrednost igi@ #

Lema 4.3: U simetri nim igrama nulte sume dva igeasvaka maksmin strategij4 za igraa 1
je ujedno i minmaks strategija za igaa2 i svaka minmaks strategid za igraa 2 je maksmin
strategija za igraa 1.

Dokaz: Neka jeM matrica plaanja simetrine igre nulte sume dva igi@a Pretpostavlja se da je
4 maksmin strategija za igra 1 i©* minmaks strategija za igra 2 tj.

..m @ ° . 4m @ ° . 4m©
za sve strategijp i g. Transponovanjem se dobija
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Zbog osobine matrice planjaM=-m" sledi

S m-° ©*m "4 om 4
Sto je ekvivalentno
Sm' " )O*m "4 )yom "4

Zaklju ak je da je * minmaks strategija za igra 2, a&* maksmin strategija za igra 1.

Teorema 4.4:Svaka simetrina igra nulte sume dva igiaje fer.

Dokaz: Neka jeM simetri na igra nulte sume dva igia tada je ha osnovu minmaks teoreme i
leme 4.3
D "4'm¢ & 'm "4 ¢ m 4 "4 mc* D#
Sledi da jeD pa je igra fer.
J

Dakle za dat par zadatakai D konstruiSe se simetna igra nulte sume sa matricom
pla anjaM

m ° : 6 *#
9 6 °
Ova igra Je fer i vaida je optimalna strategi@igraa 1 optlmalna i zaigra 2. Neka je vektor

. . AI* optimalna strategija ove igre gde (; ([(AySETYXYW#
Za datu igru va i minmaks teorema.

Teorema 4.5"As: Za dati par zadatakai D i odgovarajuu simetri nu igru nulte sume sa
matricom plaanjaM postoji vektor optimalnih strategija

takav da vai
m: A7) (4.1)
gde jee vektor ije su sve komponente jedinice tj.
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Teorema 4.6"As, 1) Ako jeA[ tada jev—;optimalno reSenje primalg, a[foptimalno reSenje
dualaD.

2) Ako je A 19°; 6 " :P ,tada primalili dual (ili oba) nemaju dopustiwEenja pa time
ni optimalna.
Me utim, Dantzig nije reSio problem u shju kada jeA i 9 6

Dakle, svoenje problema linearnog programiranja na igru nsiene, koju je dao
Dantzig koristei M kao matricu plaanja nije potpuno. Na ovaj nedostatak on ukaztijeuis da
ako je A u reSenju igre nulte sume to ne zZnda ne postoji reSenje problema linearnog
programiranjaP i D. Tokom godina ekvivalencija problema linearnoggpeaniranja i igara nulte
sume i ekvivalencija minmaks teoreme i teoreme jdkalnosti bile su prinvane iako je
postojao ovaj nedostatak. Kompletan dokaz ekviwa@jenzme u minmaks teoreme i teoreme
jake dualnosti kao i upotpunjeno semje LP problema na igre nulte sume predstavljeno |
radu”f #

Klju na stvar u analizi je naredna teorema.

Teorema 4.7As: Ako postoje iC takvi da su ispunjeni uslovi

CP9C) i 'C[6C) (4.2)
tada jeA[ #
Dokaz:
Na osnovu (4.1) vai
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Na osnovu
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dobija se
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Na osnovu prethodnog sledi kontradikcija
P6°"P

Ako je™ tada zbod\ :"A"; !( sledi” Q i koristei sli an princip kao u prethodnom
delu dokaza samo zadobija se kontradikcija

PO P
pa slediA[
J(
Za par zadatakB i D ka e se da je strogo dopustiv ako va e pretpostatdoreme 4.7, tj. ako
vai(4.2).

Teorema 4.8:LP sa neneagativnim promenljivima sadr i najmajgeno bazino reSenje. Ako
takav LP problem ima optimalno reSenje, tada onnajenanje jedno bazno optimalno reSenje.

Teorema 4.9A«: Neka suP i D strogo dopustivi, tada postoje dopustiva reSefja * zaP i D
takvadavaie® 4 9 * 4 pasu 4i #optimalnareSenja Zai D respektivno.

Dokaz: Na osnovu teorema 4.5. i 4.7. sledi da postqjé :tako da va i
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O igledno su #i “dopustiva reSenja i D respektivno. Na osnovu teoreme slabe dualnosti i
6" 4)9 ° “dobijases” * 9 ° 4 Sto sa posledicom 2.4ithplicira da su #i * optimalna
reSenja z& 1 D respektivno.
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Pokazano je da minmaks teorema obeaf® reSenja strogo dopustivih dualnih problema.
Dodavanjem dovoljno velikih promenljiviti v, kao i konstanta i\ , od problem& i D mogu
se izvesti novi strogo dopustivi problethi §#

Neka je A
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gde swua(/(\ pozitivni skalari. Njegov dual je
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Lako se mo e potvrditi koriste dovoljno velike k(/(Dda SLFE(/(% strogo dopustivi. Odatle se
zaklju uje primenom teoreme 4.9 da postofek* 4 D* takvi dava i
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Sada se posmatra veza izmeroblemaP, D i % §.
Teorema 4.10As: Ako jek* D* | tada su % * optimalna reSenja z® i D i vai
6 4 9° 4
Dokaz: Sledi direktno na osnovu (4.3) i posledice 2.4.2.
J

Sada se pokazuje da je dodeljivanjem dovoljno treldarametar& i a mogu e resiti probleme
(%/@B umesto problem# i D.




Razmatra se parametarski problem linearnog progaanai
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gde jeE skup nenegativnib za koje je¥ak (fopustivineka jék (k E) vrednost funkcije

cilia u optimalnom reSenju probleryak # PoSto j€/k ogranien on ima optimalno reSenje
ukoliko ima dopustivo reSenje. Neka}lje & !3 H~ skup svih baznih reSenja problema
P,inekaje\ definisano na sledena in

\ov{it y{ w B g iD#
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Na osnovu definicijé@ jasno je da ako je dopustivo bazino reSenje z&P, tada je : dopustivo
za¥a  #((

Teorema 4.11A=: Ako jek* D *[ (( tada jeP neogranien.

Dokaz: Pretpostavlja se da postoji Noptimalno reSenjePzéNa osnovu teoreme 4.8 postoji
bazi no optimalno reSenje(zaP. lako A P\ ,implicirada : k je dopustivo (dakle i
optimalno) reSenje Z& #({oristei 6" 4 ak * 9 * “4"\D “ dobija se

9 * 4"\D 46 ": 4*9 . "D4VA " 4+ A D6

Svi lanovi u prethodnom izr~azu su nenegativni i kakaDjd ZXSY/((A: \( $to je u
kontradikciji sa pretpostavkof®& : P\ . Znai P ima dopustivo reSenje ali nema optimalno
reSenje. Posto je skup dopustivih reSenjR zatvoren, zakljuak je da jé® neogranien.
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Sada e biti posveena pa nja konstrukciji parametea Mo e se proveriti da za sve E
vai(((Plk P — gdeje
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gdeje}i kj & !3 2~ skup svih bazhih reSenjdk tada sea definie na sledéna in




Teorema 4.12A¢: Ako je ¥4+  dopustiv, tada jek*

Dokaz: Pretpostavlja se, bez smanjenja opStosti, daje* bazi no optimalno redenje 246
Neka jevsa  dopustiv (i ako je vrednost funkcije cilja u optimalnom redenji%4[ ( tada
vai

I 6" 4ak*1 k* ak P~ aN _PI

3to je kontradiktorno, pa je dakté #

Na osnhovu svega prikazanog sledi da minmaks teomaplecira teoremu jake dualnosti.

Teorema 4.13As: Ako P ima optimalno reenje tada tako e ima optimalno redenje. Osim
toga vrednost funkcije cilja u optimalnom reSerjuje ista kao vrednost funkcije cilja u
optimalnom reSenjD.

Dokaz: Teoreme 4.5 i 4.7 impliciraju postojanje optimalmésenja * k* i * D' za%ki &
respektivno. Postd ima optimalno reSenje, znada je dopustiv i ogranen, i na osnovu
definicije za\ tako e je i ¥ . Odatle na osnovu teoreme 4.12 sl&di | iz teoreme 4.11
sledi D* |, pa na osnovu teoreme 4.10 sledi dasu 4 optimalna re3enja i D.

J

Kako je prikazano u ovom delu, polazeod parova zadataka primal-dual linearnog
programiranjaP i D, mogu se konstruisati linearni progratai & sa dovoljno velikim iai
dobiti optimalna reSenja ovih problema reSaviapdgovarajuu igru nulte sume. Posebno se
mogu definisati parametin(awu problemus Sli no se mogu definisati parametn, ,(a za

problem§. Definisanjem

'Y «~\,~ a .Y{}a wa~

i reSavanjem pobIem"Ei £, dobija se optimalno reSenje prinkal optimalno reSenje duala, ili
se dolazi do zakljkka da nijedan od njih nema optimalno resenje.

Teorema 4.14As: Neka su 4 k* * Df optimalna regenja parova zadat#ka&. Tada va i:

1) Akojek* D%  tadasu 4(/( 4 optimalna re3enja parova zadat&kisD respektivno.
2) Akovai k* D #[ tada problen nema resenje jer je funkcija cilja neogramia,
a problemD nema dopustivo reSenje.




3) Akovai k%[ D 4 tada problenP nema dopustivo reSenje, a probl@&mema
optimalno reSenje jer je funkcija cilja neograma.
4) Akovai k%[ D 4[ tada problemP i D nemaju dopustivo redenje.




5 Programski paket LINDO

Jedan od programskih paketa pogodnih za reSavearidema linearnog programiranja je
LINDO. Na slici 11 prikazana je primena ovog pakegaeSavanje zadatka 3.2.1.

Korak 1: Pokrene se LINDO i unese problem na sleda in (slika 11)

Slika 11

Nakon toga bira se aplikaci,@

Korak 2: Pojavljuje se prozor ,LINDO Solver Status“, na ogn koga se mogu priati

informacije o reSavanju problema (slika 12).
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- Mpiizer Stahus
Stab Optimal
Iterations: 3
Isssibiltye n
Dhbiective: 10
Best [P: H-d
5

1P Bk Wk

Branches: Hoh :.z‘/ DO RANGE{SEMSITIVITY) AMALYSIS?
Elapsed Time: no-no-nn

ves | no |
Update Intereal |1
Interupt Sover | Close =
4

Korak 3: Pojavljuje se joS jedan prozor. Izborom ,YES" @ikije se reSenje problema. Rezultat

je prikazan na slici 13.




Slika 13

Dakle, optimalno re3enje problema j&= 2 i 4 =2, a vrednost funkcije cilja u optimalnom
reSenju je 10.

Zadatak 5.1 ReSiti matrinu igru sa matricom planja

13
C°1! 3 ]##
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ReSenje:Matri na igra se prevodi na problem linearnog prograrnjardParovi zadataka primal-
dual su sledesg oblika

P: D-1
3 9D
3"l &b




D: €-1&
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ReSavanjem duala u LINDU dobija se slesleeSenje za strategiju igea2

Slika 14

Slika 15




Slika 16
Dakle, optimalna vrednost funkcije ciljage® 0,1666667a meSovita strategija igra 2 je
S #dn] #]]] #h]

Re3avanjem primala se dobija optimalna vrednostdijmcilja D*  Ifffffg i optimalna
strategija igraa 1 i to je

"4 ydn] #]]) #h]




6 Zaklju ak

Sredinom proSlog veka razvile su se razne metodeeZavanje problema linearnog
programiranja. Jedna od najefikasnijih i najpozitatmetoda je simpleks metoda, koju je
utemeljio D ord Dantzig. Danas postoje razni pragrski paketi koji uspeSno reSavaju
probleme linearnog programiranja nezavisno od wjinaimenzija. Jedan od ovih paketa je
Lindo. Linearno programiranje naslo je zapau primenu u teoriji igaraiji je utemeljiva D on
fon Nojman. Postoje mnoge vrste igara i razniimanjihovog reSavanja. U ovom radu
predstavljena je primena linearnog programiranjeedavanju igara nulte sume. Veza izme
linearnog programiranja i teorije igara izlo ena jeS sredinom proSlog veka, ali dokaz
ekvivalencije minmaks teoreme i teoreme jake u poggti je izveden tek nedavno.

Dokazom ekvivalencije ove dve teoreme dat je vabkrinos razvoju teorije igara, kao
jedne od bitnijih disciplina savremenih ekonomssitvatanja. Poznati matemdii modeli kao i
programski paketi kreirani za reSavanje problemadinog programiranja se uspesSno mogu
primenjivati i na reSavanje matnih igara dva igraa bez obzira na dimenziju problema.




7 Dodatak

D on fon Nojman

Rodio se 28.12.1903. u Budimpesti kao
Jano$ Nojman. Poticao je iz bogate jevrejske
porodice. Otac advokat 1913. god. kupio je
titulu fon, pa je tako njegova porodica stekla
plemi ku titulu. Sa Sest godina mogao je da deli
napamet osmocifrene brojeve, a \8a osam je
proitao sve 44 Kknjige svetske istorije i
komunicirao sa ocem na starogom jeziku.
Smatra se da je sa 12 godina bio na nivou
postdiplomca, nadaren fotografskim pamnjem.
Godine 1911. upisao je Luterovu gimnaziju u
Budimpesti. Postao je najmiadocent u istoriji
Berlinskog univerziteta, na kome je ostao do
1930. godine kada se sa dva brata i majkom
preselio u Ameriku i jedini je zadr ao prezime
fon Nojman. U Berlinu je radio kao privatni predavDo 30. godine objavio je 36 radova, od
kojih je ak 10 objavio sa svojih 25 godina. Prelazak pomdidmeriku bio je iniciran pozivom
sa Prinstona, gde je bio odabran kao jedanetebrice za prvi nastavni kadar instituta “Insgtut
For Advanced Study” na kome je radio kao profesmrkthja ivota. Godine 1937. postao je
dr avljanin Amerike, a godinu kasnije dobio je madu za doprinos matematoj analizi.

Napisao je 150 nanih radova, od kojih 60 iziste matematike, 20 iz fizike i 60 iz primenjene
matematike. Matematika, nanarstvo, kibernetika, nuklearna bomba, teorijaragarata i
konflikta, veStaka evolucija i primena matematike na kvantnu fizikli su predmet njegovog
interesovanja. Dao je veliki doprinos numkgj analizi, teoriji skupova, statistici, funkcidnaj
analizi i ekonomiji. Smatra se osnhivan teorije igara.

Bio je ekscentrik, voleo je da jede, pije, u iv@u brzoj vo nji. enio se dva puta i imao je
erku iz prvog braka, koja je profesor na Univetziteu Minhenu. Godine 1957.
dijagnostifikovan mu je rak kostiju, koga je vertwa izazvala izlo enost radijaciji tokom
testiranja atomske bombe ili u kasnijem radu nalearkom oruju na Los Alamosu. Fon
Nojman je umro nekoliko meseci posle uspostavljatijagnoze trpe jake bolove. Rak se
prosirio i na njegov mozak i onemogo mu sposobnost misljenja. Umro je pod obesngem
vojske da ne bi nenamerno otkrio vojne tajne ddkigepod jakim lekovima.




D on NeS

Don NesS je roen 13. juna 1928.
godine u Vird iniji. Potie iz obrazovane
porodice, otac mu je bio in enjer, a majka je
studirala jezike. Prema rea njegovih
roditeljla, Don NeS je joS u detinjstvu
pokazivao interesovanje za knjige, ali
istovremeno nije pokazivao interes za igru sa
drugom decom.

U poetku njegovog Skolovanja
nastavnici nisu  primevali  njegovu
genijalnost, pa ga nisu ni podsticali.
Me utim Skolska nastava nije mnogo
privukla njegovu panju, Sto je izazivalo
nezadovoljstvo kod njegovih nastavnika.
Uprkos tome Sto nije bio marljiv i Sto je
pokazivao slab interes za svakodnevni rad u
Skoli, kod kue je krajnje briljivo radio

stvari koje su mu bile interesantne. Vea dvanaest godina je pokazivao interes zansau
eksperimente koje je samostalno izvodio u svojdji.s&a etrnaest godina je peo da se
interesuje za slo enije matemdate probleme, inspirisan knjigom “Men of mathemdtics

Godine 1941. peeo je da ui hemiju na Blufild koled u (Bluefield College) gdee
pokazao sposobnosti za reSavanje slo enijin matekiat problema. S namerom da postane
hemijski in enjer u junu 1945. godine primljen ja imstitut za tehnologiju “Karnegi” (Carnegie
Institute of Tehnology). Ovaj put nastavnici sumptili njegov dar za matematiku, te su ga
ohrabrili da se u potpunosti preusmeri na nju. iele tog perioda su ga smatrali staromodnim,
nezrelim i vrlo neobinim.

Dobio je ponude da usavrSi matematiku na Harvardkagu, Prinstonu i Miigenu.
Godine 1948. na inicijativuuvenog matematara Takera opredelio se za Prinston. Taker je u
preporuci upotrebio renicu “Ovaj ovek je genije”. Njegov pristup studijama bio jeajkije
neobian. U poetku je pokazao interesovanje za neke grane matemattopologiju, logiku,
geometriju, algebru i teoriju igara. Nije odlazia predavanja, niti je matematikuiol iz knjiga
ili ud benika, ve je samostalno pronalazio i reSavao probleme kojiai bili interesantni.
Upravo zato mnoga reSenja do kojih je NeS doSadspaeljaju potpuno originalne pristupe.
Kolege sa Prinstona ga opisuju kao usamljenog iidgnog, prepunog ‘Udnih ideja” iz
razli itih oblasti matematike i fizike.




Poznato je da je u nekoliko navrata razgovarao jegt&jnom o problemu gravitacije i
nekim drugim pitanjima, ali fizar nije obratio znajniju panju na njega. NeS je stmo
saraivao i druio se sa Lojdom Seplijem i Martinom Skbin. Voleli su da igraju $ah, a za
vreme partija su diskutovali o problemima koji seitteorije igara. Zakljuke su predstavljali u
svojim radovima.

Za vreme trajanja doktorskih studija NeS jegmda razvija matemakie principe teorije
igara. Godine 1949. napisao je tekst u kojem ragjara postojanju ravnote e u nekooperativnoj
igri sa n u esnika. Njegova doktorska disertacija pod nasloviNon-cooperative games”
(Nekooperativne igre) prihvana je 1950. godine. Iste godine @o je saradnju sa RAND
korporacijom. Ta saradnja je trajala nekoliko gadifamo je primenjivao teoriju igara na
probleme iz oblasti vojnih odnosa i diplomatijetd@Jvreme se zahuktavao hladni rat. U oblasti

iste matematike objavio je brojne i zagne radove.

D on Nes je od 1952. godine predavao maenom MIT-u. Njegov nan predavanja i
ocenjivanja bio je zaista neobn, ali nepopularan ma studentima. Godine 1959. dr ao je kurs
o teoriji igara, koji je zapao jednim pitanjem upenim studentima: “Zasto ste vi ovde?”

Za vreme boravka na MIT-u nastupilo je teSko vremae NeSa. Imao je ozbiljne
porodi ne probleme i tada su pali da se pojavljuju i prvi znaci njegove bolestij& e se za
nekoliko godina pojaviti u punoj snazi. Godine 196 se o enio sa AliSom Lard, koja je bila
njegov student. Sa njom je dobio sina. Zdravlj@geelo da ga popusta naglo i bilo je samo
pitanje vremena kadae doi do potpunog sloma. Njegova supruga, nakon ne&ofileseci
njegovog bizarnog ponasanja i bez njegove saglisoosela ga je na lenje na psihijatrijsku
kliniku u blizini Bostona. Nakon izlaska iz bolnjceeko vreme su proveli u Evropi, a zatim su
se vratili u SAD i preselili u Prinston. Matim umesto da se njegovo zdravstveno stanje
poboljSa, ono se naglo pogorsalo. U pitanju je lglano izra ena paranoidna Sizofrenija.
Neprestano je oko sebe video komuniste koji gagreg umisljao je da mu rade o glavi, kao i
razne telefonske pozive od ljudi koji se ne slaaungegovim misljenjem. Take je oseao je da
osoblje univerziteta neprijateljski nastrojeno paenjemu. Ovaj period svog ivota NeS opisuje
kao te ak i koSmaran san iz kojeg nije bilo leaja ni olakSanja. Supruga, majka i sestra bez
njegove saglasnosti su ga smestile u bolnicu, $aAle ubrzo razvela od njega.

Oko 1970. godine Nes je peo polako da se oporavlja, mada je i dalje bioowah i
izgledao kao da je trajno izgubljen za svet i dega oko sebe. Peo je da iz dana u dan odlazi
na Prinston. Tadasnji studenti su pii da su svakodnevno \ali tihog, udnog oveka koji se
Sunjao hodnicima gde su se nalazila odeljenja metikeni fizike i koji je ponekad ispisivao

udne formule na tabli ili po prozorima. Prozvaligaiduhom.

Devedesetih godina NeS se ipak delimo oporavio od Sizofrenije i peo je da radi
intenzivno na polju matematike. Verovao je da seergporaviti ukoliko ne bude video napredak
u svom radu.




Don Ne$ je dobitnik ugledne Fon Nojmanove nagradéan je Udruenja
ekonometriara, kao i Amerike akademije nauka i umetnosti. Krajem 1994. god@ren Nes,
Rajnhart Zelten i D on HarSanji su dobili Nobelomagradu za unaprenje teorije igara i njene
primene u ekonomskoj nauci. Tek nakon toga je porageresovanje za teoriju igara. Sira
javnost bila je zaintrigirana pominjanjem imena B &NeS. Pa nju Sire javnosti posebno je
prikvukao lanak o njegovom ivotu koji je objavila Silvija Mar u “Njujork tajmsu”. Ona je
ovaj lanak nakon nekoliko godina istra ivanja njegovagota dopunila i napisala knjigu pod
nazivom “A beautiful mind - A biografy of John Fa®Nash Jr’ (Blistavi um - biografija D ona
Forbsa NeSa Juniora). Ma&tim ova biografija nije pisana uz NeSovu dozvaliti sa njegovim
aktivnim u e$ em, te se postavlja pitanje koliko je ona verodostoPrema motivima ove knjige
snimljen je istoimeni film, koji je postigao velikpolularnost Sirom sveta.

Zanimljivo je da ime D ona NeSa nije bilo poznatostru nim krugovima. Za njega i
njegove radove znao je samo uski krug ljudi. Sayerstrane, njegovi rezultati u oblasti teorije
igara nisu bili ni brzo ni lako prihveni u ekonomiji. Proslo je pola veka od objavljijan
njegovih radova do dobijanja Nobelove nagrade.eldajje je NeS predstavio ranih pedesetih
godina proslog veka nisu se lako probijale krox@ane krugove akademskih ekonomista.




D ord Bernard Dantzig

Dord Bernard Dantzig roen je u
Portlandu, Oregon. Srednje ime dobio po piscu
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Eua T Bernardu Sou. Sin nemkog matematiara Tobias:
4 — Dantziga, prijatelja Hernrija Poenkarea i francu
= = = = = lingvistkinje Anje Ourison. Dvadesetih godi
é B N odselili su se u VaSington, gde je Anja pos
_— o — lingvista u “Library of Congress’a Tobias prfesor

e ~— na “University of Maryland” D ord je pohaao
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e kompleksnu geometriju zahvaljujusvom ocu
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.- ’ oW Diplomirao je matematiku i fiziku 193
- godine na “University of Mglanc’, a master

diplomu je stekao naUniversity of Michigar”
1938. Posle dve godine koje je proveo“Bureau
of Labor Statstics” pristupio je doktorskor
programu na University of  Californii,
prou avaju i statistiku u klasi D erzija Nojman:

Za vreme Drugog wetskograta, D ord je napusb program doktorskih stuja i
pridru io se “U.S. Air ForceOffice of Statistical Contr”. Godine 1946, vratio se na univerzi

i zavrSio svoju doktorsku disertaci

Godine 1952 pridruio se matematkom odseku RAND korporacijel96(. postao je
profesor naDepartmanu za industrijsko irnjerstvo na Berkliju gde je osnovao i upravlj
centrom za operaciona istra ivanja. PreSao je 196@ine n&“ Stanford facult” kao profesor
operacionih istraivanja i ranarske nuke. Godinu dana potom, proje operacionih
istraivanja prerasta u zaseban depart. U Austriji je vodio Metodolosku grupu
Internacionalnom institutu zprimenu analitikin sistem: (IIASA) u Laksenlurgu. Kanije je
postao profesdransportne nauke rStanfordi, gde je radio do svoje penzije 1€

Bio je lan Nacionalne akadem za nauku, Nacionalne akademga in enjerstvo i
Ameri ke akademije za umetnost i nauku. Dobio je mnodi&mdanja, uklju uju iiprvu D on
fon Nojmanovu nagradu 197sacioninu medalju za nauku 1975. Matem&b druStvo z:
programiranje odalo jeast Dantzigu ustanovivSi presti nu nagradu sa njggamenom, koje

se dodelje od 1982.

Umro je 13.05.2005. u svojoj kuu Stanfordu u devedesetoj godini ivc
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